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AVERTISSEMENT

Ce document réunit les notes qui accompagnent le cours d’introduction a la relativité générale donné en M1
de physique a 'université de Savoie au début de I’année 2013. Il sert aussi de référence aux vidéos présentes sur
la plateforme de diffusion de podcasts podcast.grenet.fr. Il s’agit de notes et non d’un cours, et je ne garantis
absolument pas ’absence de coquilles ou méme d’erreurs : je ne mets pas systématiquement ce document a jour.
De nombreuses personnes m’ont demandé d’en disposer pour accompagner le visionnage des cours, et c’est la
raison pour laquelle je le rends public, mais prenez-le pour ce que c’est : un recueil de notes.
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1. Introduction

Biblio utilisée : The New Physics (Clifford Will)

1 La gravitation newtonienne

A la fin du xvI© siécle, Isaac Newton (1643-1727) fait deux propositions complétement nouvelles. D’une
part il écrit les lois de la mécanique

—

F=ma
D’autre part il propose que les corps s’attirent en raison de l'inverse du carré qui les sépare

Gmims
- 5 i

ﬁ fr—

r2

Il peut ainsi expliquer le mouvement de la Lune autour de la Terre et celui des planétes autour du Soleil (il

démontre les lois de Kepler), en utilisant les mémes lois que celles qui régissent la mouvement sur Terre. C’est
le caractere universel de la loi de la gravitation qu’il propose. Il s’agit d’une action a distance.

2 Bref historique de la RG

Albert Einstein (1879-1955) va remettre ces deux propositions en cause. Tout d’abord, en 1905 il propose une
nouvelle mécanique, fondée sur des principes différents, c’est la relativité restreinte. Ensuite, vers 1915 il parvient
a décrire la gravitation par une théorie s’appuyant sur la relativité restreinte. Sa démarche et son objectifs sont
théoriques, il n’essaie pas d’expliquer des phénomenes incompris, il veut une théorie de la gravitation. La théorie
qu’il expose est assez compliquée, basée sur des notions mathématiques abstraites (le mathématicien Grossmann
a joué un réle important dans le développement de la partie mathématique).

Toutefois, cette théorie connait rapidement quelques succes :

— elle explique 'avance du périhélie de Mercure, une anomalie de son mouvement observée en 1859 par
Urbain Le Verrier (1811-1877), et qui était restée inexpliquée depuis (bien que de nombreuses hypotheses
aient été proposées) ;

— elle prédit le phénomene de déviation des rayons lumineux par le Soleil. Cette prédiction sera vérifiée en
1919, avec une précision assez médiocre, de 'ordre de 50 %. C’est Arthur Eddington (1882-1944) qui meéne
I’expédition chargée d’observer une éclipse. Il deviendra plus tard un opposant acharné a I’hypothese des
trous noirs.

— elle prédit aussi le décalage gravitationnel des fréquences, qui ne sera vérifiée qu’en 1960.



2 Chapitre 1 — Introduction

Cette théorie rencontre un autre succes important. Lorsqu’on l'applique & I'Univers dans son ensemble, elle
permet de décrire le phénomeéne d’expansion cosmologique. En fait, la relativité générale fonde une branche
nouvelle de la physique, la cosmologie. Toutefois, la situation reste confuse jusque dans les années 1960, car
les prédictions de la cosmologie ne correspondent pas du tout a certaines observations. Par exemple, I'age de
I’Univers, calculé en utilisant les lois de la relativité, semble plus court que celui du systeéme solaire. Pendant la
premiere moitié du xX° siecle, la relativité générale va rester une théorie anecdotique, considérée comme un joli
passe-temps stérile et éloignée des considérations des physiciens.

Les années 1959-1960 sont marquées par plusieurs événements qui marquent un tournant important :

— En 1959, Pexpérience de Pound & Rebka permet de confirmer expérimentaement 1effet Einstein (dilatation
des durées d’origine gravitationnelle). Cette expérience inaugure une nouvelle ére expérimentale, basée sur
des technologies nouvelles (premier laser en 1960) ;

— On détecte I’écho radar de la planete Vénus en 1961 1. Ceci va ouvrir la voie & de nouveaux tests expéri-
mentaux de la RG;

— Penrose publie une nouvelle approche de la RG (spineurs) ;

— Théorie de Brans-Dicke, une alternative testable, qui permet de mieux réaliser ce qui dans les tests expé-
rimentaux teste la RG et ce qui teste le principe d’équivalence ;

— Découverte du premier quasar.

— Découverte du rayonnement de fond diffus cosmologique micro-onde en 1964, par Arno Penzias (1933-)
et Robert Wilson (1936-).

Le domaine de la RG va alors devenir beaucoup plus actif, & la fin des années 1960 Weber se met en quéte des
ondes gravitationnelles, en 1967 Wheeler invente le mot « trou noir », en 1974 Hawking commence & marier la
RG avec la physique quantique et introduit la notion de rayonnement des trous noirs.

Aujourd’hui, la relativité générale est completement intégrée dans le paysage des théories physiques et dans
la culture des physiciens, voir celle du grand public (trous noirs, trous de ver, Hawking est un star, hyperespace,
pliage de l'espace-temps dans Dune). Pour rester dans la physique :

— antennes gravitationnelles (virgo, ligo, lisa) ;

— astrophysique des objets compacts (trous noirs supermassifs au centre des galaxies, étoiles & neutrons,

naines blanches) ;

— cosmologie ;

— lentilles gravitationnelles ;

- GPS.

Plusieurs théories tentent de combiner la RG avec la physique quantique, et au passage de l'intégrer dans une
théorie qui unifierait ’ensemble des interactions fondamentales (théorie des cordes, théorie M, gravité quantique
a boucles).

3 Vue d’ensemble du cours

L’objectif de ce cours est de présenter la relativité générale. Lorsqu’elle a été introduite par Albert Einstein
en 1916, elle est apparue comme une théorie extrémement ardue, on plaisantait sur le fait que quelques personnes
au monde seulement étaient capables de la comprendre. Son formalisme fait appel a la géométrie différentielle,
dont ’étude peut étre assez rebutante. Depuis, les choses ont miiri et la relativité générale est proposée dans de
nombreux cursus universitaires, parfois en Licence.

Dans ce cours, j'essaierai de rester au plus pres de la physique, sans pour autant négliger complétement les
questions de formalisme, intimement liées a la théorie. En particulier je présenterai les tenseurs, qui sont aussi
utiles dans d’autres domaines de la physique, et qui au passage permettent aussi de mieux cerner ce que sont
les vecteurs. 1l existe différentes approches de la RG, plus ou moins formelles. Nous allons suivre dans ce cours
une approche assez physique, proche de celles présentées dans 'ouvrage de Steven Weinberg et celui de Hobson

1. Lire http://www.mentallandscape.com/v_radarmapping.htm.



4 — Bibliographie 3

et al. Le plan suivra une progression que j’estime naturelle :

— Remarques historiques;;
Présentation du principe d’équivalence et de 1’équation des géodésiques;
— Présentation des tenseurs et des variétés (surfaces courbes) ;
— Présentation des équations d’Einstein, au coeur de la relativité générale;
Démonstration de la métrique de Schwarzschild ;
— Applications ;

4 Bibliographie

— « General Relativity — An Introduction for Physicists » de Hobson, Efstathiou et Lasenby (disponible en
francais aux éditions De Boeck) ;

— « General Relativity and Cosmology » de S. Weinberg;

— « Basic Relativity » de R. Mould;

— « Relativity — Special, General and Cosmological » de W. Rindler :

— « Gravitation » de Misner, Thorne et Wheeler ;

— « A General Relativity Workbook » de Thomas Moore;

— « Gravity : An Introduction to Einstein’s General Relativity » de James B. Hartle;

— « Le destin de I’Univers » de Luminet pour quelque chose de plus léger du point de vue du formalisme,
mais de tout aussi brillant et intéressant !



Chapitre 1 — Introduction



2. Principe d’équivalence

Lorsque Einstein développe la relativité restreinte, il est guidé par le fait que les équations de Maxwell,
décrivant ’électromagnétisme, gardent leur forme lorsqu’on fait subir une transformation de Lorentz aux coor-
données. Ce n’est pas le cas de la gravitation, dont les lois relativistes restent alors a découvrir. Remarquons
d’ailleurs que la relativité restreinte ne permet pas d’action instantanée entre deux points différents, ce qui
disqualifie la version newtonienne de la gravitation dans la course des théories valables. On pourrait imaginer
en chercher une version retardée (au sens des potentiels retardés de 1’électromagnétisme), mais il resterait &
vérifier que ces lois sont relativistes.

On peut aussi rechercher une forme relativiste en se basant sur la force de Newton et en faisant des trans-
formations de Lorentz, de la méme maniere que I'on peut trouver la force de Lorentz & partir de I'expression du
champ électrostatique dans un référentiel lié a la charge. On trouve alors que la force gravitationnnelle possede
une composante qui dépend de la vitesse, c’est le gravitomagnétisme. Cette approche pose des problémes (pour
commencer, il se trouve que la force de Newton n’est pas exacte) et doit étre abandonnée, mais la relativité
générale prédit aussi I’existence de ce phénomene.

L’approche d’Einstein, qui s’avérera extrémement fructueuse, est différente. De la méme fagon qu’il avait
postulé I'invariance de la vitesse de la lumiere par changement de référentiel pour établir les lois de la relativité
restreinte, il s’appuie sur un autre principe pour décrire la gravitation de fagon relativiste. C’est le principe
d’équivalence. L’objet de ce chapitre est d’en étudier les justifications, les formulations et les conséquences.

1 Le principe d’équivalence

1.1 En physique newtonienne : égalité de la masse grave et de la masse inerte

La mécanique newtonienne fait intervenir deux notions de masse qui n’ont a priori rien a voir 'une avec
l'autre. La masse inertielle ou masse inerte intervient dans le principe fondamental de la dynamique et cor-
respond & la « résistance » qu’un corps oppose a la mise en mouvement sous ’action d’une force. La masse
gravitationnelle ou masse grave intervient dans ’expression de la force gravitationnelle
Gmimy

T

Fio = 3
-

ou l'on peut d’ailleurs différencer la masse gravitationnelle active mq, qui intervient dans le champ gravitationnel

¢1 =
r

de la masse gravitationnelle passive mys qui intervient dans la relation entre force et champ,

Gmal

= —
F = —Mp2 gradgi)l



6 Chapitre 2 — Principe d’équivalence

D’apres le principe d’action-réaction, la masse passive est égale a la masse active. De plus, on observe expéri-
mentalement que la masse gravitationnelle est égale & la masse inertielle (universalité de la chute libre).

Sous sa forme newtonienne, le principe d’équivalence stipule que la masse inerte est égale a la masse grave.
Selon le principe fondamental de la dynamique newtonienne, on peut dégager plusieurs conséquences importantes
(non indépendantes) de ce postulat, dans le cas de systémes qui ne sont soumis qu’a des forces gravitationnelles :

— le mouvement d’un corps ne dépend pas sa masse, mais seulement du champ de pesanteur dans lequel il
est plongé. Plus précisément, la trajectoire d’un corps dans un champ de pesanteur donné ne dépend que
de sa vitesse initiale. On peut en déduire la déviation d’objets se déplacant a la vitesse de la lumiere. Si
on suppose que la lumiere est un objet soumis aux lois de la mécanique, on en déduit que la lumieére peut
étre déviée par un champ gravitationnel ;

— dans le référentiel lié & un corps ponctuel en chute libre, les forces d’inertie compensent exactement la
force gravitationnelle, et le systéme est pseudo-isolé (I’action des forces d’inertie qui apparaissent dans un
référentiel non galiléen ne dépend pas non plus de la masse) ;

On peut dire la méme chose d’un autre maniere encore : en observant le mouvement d’un corps, il est impossible
de déterminer s’il est di & un champ de gravitation ou a des forces d’inertie. C’est sous une forme similaire que
le principe d’équivalence est étendu au cas relativiste.

1.2 Tests expérimentaux

L’égalité de la masse grave et de la masse inerte peut étre testée expérimentalement, en comparant la chute
de corps différents ou en étudiant des systémes soumis simultanément & une force gravitationnelle et & une force
d’inertie. Les expériences de chute libre dans I’air sont compliquées par la présence du frottement de I'air. Cette
force augmente avec la vitesse, et on a tout intérét a se placer dans des conditions ou les vitesses sont faibles.
D’autre part, on a aussi intérét a considérer des temps de chute tres longs. La solution est d’utiliser des pendules
constitués de matériaux différents et dont on compare les périodes.

D’autres expériences utilisent cette fois des pendules de torsion dans des situations statiques, dans lesquels
une inégalité du rapport m;/mgy se manifesterait par un couple sur le pendule, sous I'action conjuguée des forces
d’inertie d’entrainement et de la force de gravité (cf Weinberg, p. 11-15). Les expériences d’E6tvos ! (qui a mis
au point des accélérometres précis pour des mesures des gradients gravitationnels, pour la géodésie) permirent
entre 1890 et 1905 de tester ’égalité de ces masses avec une précision relative de 'ordre de 1078, Dicke et ses
collaborateurs purent dépasser la barre de 10719 en 1961, et on espere bient6t pouvoir atteindre une précision
de 10718 grace aux expériences Microscope et STEP [parler aussi de la télémétrie laser Terre-Lune]. Ces tests
sont cruciaux, car I’ensemble de la relativité générale est batie sur le principe d’équivalence. La notion de masse
grave passive y est d’ailleurs totalement absente.

1.3 Version forte du principe d'équivalence

On peut ’énoncer de maniere équivalente sous la forme

« dans un champ de gravitation il est toujours possible, en tout point de I'espace, de choisir un référentiel (appelé
référentiel inertiel) dans lequel les lois de la physique sont localement identiques & celles en I'absence de champ de
gravitation »

Il en existe plusieurs nuances, selon le sens que 'on donne au terme « lois de la nature ». On distingue
le principe d’équivalence faible lorsqu’on le restreint a 1’étude des particules-test en chute libre, le principe
d’équivalence d’Einstein lorsqu’on inclut l'influence d’autres forces (électromagnétiques en particulier) et le
principe d’équivalence fort lorsqu’on 1’étend & 1’ensemble des lois de la physique. Sous sa forme forte, il s’énonce

« dans un champ de gravitation, les lois de la physique dans un référentiel inertiel sont localement décrites par la

1. http://www.kfki.hu/"tudtor/eotvosl/onehund.html
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relativité restreinte ».

1.4 Référentiel en chute libre — référentiel fixe

L’égalité de la masse grave et de la masse inerte implique que dans un référentiel en chute libre, la force
de gravitation est compensée par la force d’inertie d’entrainement, c’est-a-dire qu’elle ne se manifeste plus.
Ceci n’est vrai que localement : si le champ gravitationnel est inhomogene, il subsiste des forces de marée qui
deviennent de plus en plus importantes quand on s’éloigne du centre de masse du corps en chute libre.

Le référentiel du laboratoire est souvent considéré comme fixe, c’est celui que 'on considere naturel pour
appliquer les lois de la physique, que ’on éleve au rang de référentiel galiléen. D’apres le principe d’équivalence,
il est plus naturel et plus simple de faire de la physique dans le référentiel en chute libre !

Le référentiel du laboratoire, dans lequel on ressent la force de gravitation, doit donc étre considéré comme
un référentiel accéléré, vers le haut, avec 'accélération —g.

1.5 La physique dans des référentiels accélérés

Ce principe permet de déterminer Ueffet de la gravitation. On se place dans le référentiel inertiel évoqué plus
haut, on écrit les lois de la relativité restreinte, puis on effectue un changement de référentiel vers le référentiel
qui nous intéresse. Cette deuxieme étape peut étre tres compliquée, car il ne s’agit pas, en général, de simples
transformations de Lorentz entre des référentiels se déplagant a vitesse relative constante. Par exemple dans le
cas d’'un champ gravitationnel homogene, il faudrait faire un changement de référentiel faisant intervenir une
accélération constante.

La physique dans des référentiels accélérés semble radicalement différente de celle des référentiels inertiels :
forces d’inertie en mécanique, « paradoxe » de 'induction unipolaire en électromagnétisme, paradoxe du disque
en rotation en relativité restreinte. Il semble exister certains référentiels dans lesquels la physique est simple, et
d’autres dans lesquels elle ne V'est pas. La physique dans le référentiel du laboratoire fait intervenir toutes ces
complexités, et en présence d’'un champ gravitationnel il faut étre capable d’écrire les lois de la physique dans
un référentiel quelconque (ce que vous n’avez probablement jamais fait en relativité restreinte). La maniere la
plus naturelle de le faire est d’utiliser des objets mathématiques appelés des tenseurs.

C’est parti, langons-nous dans le programme énoncé plus haut. En I'absence de champ de gravitation, le
mouvement d’une particule est décrit par

d2£a
= 2.1
dr? (2.1)
ol le temps propre T est relié a l'intervalle ds défini par 2
ds? = 2 dr? = nopde®de” (2.2)

et ot les ¢* désignent les coordonnées cartésiennes dans le référentiel inertiel, ¢© = ct étant la composante
temporelle, et les trois autres £ (o4 € {1, 2, 3}) les composantes spatiales et ou l'objet 7, peut se représenter
par une matrice 4 x 4, qui si on choisit des coordonnées cartésiennes s’écrit

1 0 0 0
lo -1 0 o0
=10 0 -1 0
0 0 0 -1

2. Dans toute la suite, on utilisera la convention des sommes implicites sur les indices répétés.
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Effectuons un changement de référentiel, se traduisant par un changement de coordonnées £ — x®. En utilisant
la relation (attention, somme implicite sur 'indice )

d dz* 0

— = 2.3
dr  dr Ozt (23)
I’équation du mouvement se réécrit
d (dxt 0>
— (== ) =0 2.4
dr ( dr 83@“) (24)
soit
oY d2 “w 2 dx* dx?
0% d’ah | 077 detdrt (2.5)
Oxt dr?2  Oxrdx¥ dr dr
Ce qui se rééerit, en multipliant par 9z /9£, en sommant sur les indices a, et en utilisant la propriété
0 oz
= 7 s 2.6
Oxk O« wo (2:6)
on arrive a
d?a? \ dx* dx¥
—_ =0 2.7
dr? Wodr dr (27)
ou l'on a introduit la connexion affine, définie par
ort 9%¢e A
A . . A
I, = P67 Dardr” aussi notée I';, = { v } (2.8)

Cette quantité est aussi appelée symbole de Christoffel.

L’équation du mouvement indique que dans le référentiel accéléré, la particule semble évoluer sous I'action
d’une force
\ dx* dx¥

A
= —mI e
! m””dT dr

(2.9)

Ici on a juste fait un changement de référentiel £ — x, et le terme en F,))u décrit des forces d’inertie, analogues a
celles que I'on rencontre en mécanique newtonienne dans I’étude des référentiels non galiléens. Ces forces d’inertie
peuvent dépendre de la vitesse (force de Coriolis). On peut remarquer que 'expression ci-dessus décrit aussi
un simple changement de coordonnées, sans changement de référentiel (par exemple passage des coordonnées
cartésiennes aux coordonnées sphériques).

Pour le moment, la transformation que nous avons considérée semble n’avoir aucun rapport avec la gravita-
tion. Toutefois, si le référentiel de départ est en chute libre dans un champ gravitationnel, alors lorsqu’on passe
au référentiel du laboratoire, les forces d’inertie qui apparaissent sont les forces gravitationnelles. Le mouvement
d’un corps dans le référentiel du laboratoire peut étre déterminé si on connait les Fflw C’est un des objectifs de
la relativité générale.

Dit autrement : si le référentiel initial décrit par les coordonnées & est « galiléen », alors la force f* décrit
les forces d’inertie dans le référentiel accéléré. Si le référentiel initial est en chute libre, alors la force f* décrit
la force gravitationnelle (responsable de la chute) dans le référentiel fixe.

Remarque préparatoire a la suite : ’équation du mouvement est formellement identique a I’équation des
géodésiques sur une surface courbe. Nous allons voir que la gravitation peut s’interpréter comme une courbure
de ’espace-temps.
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2 Tenseur métrique g,

2.1 Définition

L’intervalle
ds? = 1o dE“dEP (2.10)

se transforme par changement de coordonnées selon

&> 9¢B
2 __ e n v
ds® = nap G [“)x”dx dz (2.11)
ou l'on a utilisé deux fois la relation
d§s = 8£ dxt
ozt
On définit le tenseur métrique g, comme
&> 0P
v =NaB 7 - 2.12
I L B oxn Dxv ( )
ce qui permet d’écrire
ds® = g, da*dz” (2.13)

La quantité g,, est un tenseur (on verra plus loin ce que ¢a veut dire précisément), symétrique sur ses indices,

Guv = Gup (214)

Il intervient dans I’expression de ds? lorsqu’on ’écrit en fonction des coordonnées z. Il relie donc des différences
de coordonnées a la valeur de l'intervalle, qui joue ici le role de distance, d’ou le nom de tenseur métrique.

Remarque : attention, les coordonnées sont des nombres repérant les événements dans l’espace-temps et
I’écart entre des coordonnées ne se traduit sous forme de distance que si on a définit une métrique. En coordonnées
polaires, I’écart Af entre deux événements ne peut pas étre comparé a ’écart Ar, ces deux quantités n’ont méme
pas la méme dimension physique.

Remarque : pour le moment, g"” est un objet mathématique contenant l'information sur la métrique de
Pespace-temps. Il est déterminé par les 9% /0z* reliant les coordonnées dans le référentiel en chute libre et
celles dans le référentiel du laboratoire.

2.2 Inverse g

On appelle tenseur inverse de g,, (noté g"”, nous verrons pourquoi plus tard) l'objet représenté par la
matrice inverse de g"¥, c’est-a-dire vérifiant

gm,g”’B = 65 (2.15)

ot1 62 désigne le symbole de Kronecker, défini par
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2.3 Relation entre I}, et g,

1%
Les deux quantités I‘f;l, et g, sont liées aux dérivées 0™ /0x# et ne sont pas indépendantes. Il se trouve

que I'on peut exprimer la premicre en fonction de la seconde. Calculons la dérivée de g., par rapport a une
coordonnée z”. Cette quantité sera notée g, avec une virgule.

&t 9¢

op =Mija o 2.16
o = Thij ox® Ozt ( )
B A i .
gall,l/ - 772] 81’“8:1:” a’E“ 771] axa 81'#895” .
Or nous avons vu précédemment que
M = @&
HY- o 9gx 9oz
soit en multipliant par 9¢% /92>,
@ A ag,@ ax/\ 82§a B 875,8 82505 e 626(1
dxr M 9z 9Ex Qxrdxy 0L Qxzhdxy  * DxHOxV
soit finalement
H2¢8 oebs
OxtoxY HY 9
ce qui donne
&t 9¢l ol 1313
amw =MDy 75 7+ Mg 5= Dy 7o 2.19
Japu, Mij auax)\ 8xﬂ+n]8xa uyax)\ ( )
Janw = Tavdru + Thngan (2.20)
De méme,
Govs = Tapdow + Thgan (2.21)
e = T + Tangun (2.22)
En combinant ces expressions, on arrive a
2Fﬁygoz/\ = Gap,v + Jov,p — Guv,a (2.23)
En multipliant par Iinverse du tenseur métrique, g®?,
2]-—‘2115)5\ = gaB (gozu,u + Gov,p — g,uu,a) (224)
soit finalement
1
F;ﬂw = 5904,6 (gozu,u + Gav,u — gp,u,a) (225)

n remarque que la connexion affine ui se manifeste comme une force, est reliée aux dérivées de g, qui
(@) 1 i Fﬁy, fest force, est rel d de g,
joue donc le role d’un potentiel. En relativité générale, les forces gravitationnelles sont dues a une propriété de
I’espace-temps.
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2.4 Exemples des coordonnées polaires et de la sphere

Dans un espace plat 2D muni de coordonnées polaires,

ds* = dr* + r*db* (2.26)
et donc
9ij = (é 72) , g7 = (é 1/0762) (2.27)
On a alors
i, =13, = %, It =T3=0 (2.28)
Iy, =T} =I{,=0, TI}=-r (2.29)

Sur une sphere de rayon R décrite en coordonnées sphériques,

ds* = R%d6? + R? sin® 0dp? (2.30)
et donc )
9ij = (% R2 S?nz 9) , g9 = % (é 1/ S?nz 9> (2.31)
soit
=13 =0 1 -1 =0 (232
I, =r3 =T{,=0, T3, = —sinf cosf (2.33)

2.5 Remarques

L’expression du tenseur métrique dépend du choix de coordonnées. Il dépend aussi des propriétés intrinseques
de 'espace qu’il décrit, on verra plus loin qu’il permet de calculer la courbure.

3 Limite newtonienne

Bibliographie utilisée : Hobson, Efstathiou, Lasenby, section 7.6

Reprenons I’équation (2.7), et considérons-1a dans la limite newtonienne, c’est-a-dire pour des vitesses faibles
(sinon ¢a devient relativiste au sens restreint) et pour des champs gravitationnels faibles (c’est-a-dire g, = 7.,
a justifier plus tard), dans une situation stationnaire. On a alors

Guv = Nuv + hyu avec hp,y < Umy (234)

Comme 7, = (1, — 1, — 1, — 1) ne dépend pas du temps, on peut écrire '’équation (2.25) sous la forme

1
Ty & 51 (hayw + hovu = hyv.a) (2.35)
ott on a aussi remplacé le premier ¢g®? par 7*?, la différence étant du second ordre en h. Dans I’équation du
mouvement (2.7),

d2a? A dztdz”

dr2 wodr dr
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on a alors pour A = 0 (coordonnée temporelle 2° = ct) et n°° =1
d’t 1 dz# dx
— + = (hopv + hovy —huvo) — = 2.
CdT2 + 2 (hop + howp por0) dr dr 0 (2.36)

Le terme h,, 0 est nul car h ne dépend pas du temps. D’autre part, on suppose que les vitesses dx'/dr < 1, car
on se place dans la limite non-relativiste. Le produit de h par une vitesse est donc considéré comme un ordre
deux, que l'on néglige. Il reste simplement

d*t
pri 0 soit tocT (2.37)
Plagons-nous dans un systeme d’unités tel que ct = 7. Les autres composantes de 1’équation du mouvement
(2.7) ’écrivent alors, avec et n** = —1 (pas de sommation)
d?z' 1 dxt dx¥

(hiu,u + hiu,u - huu,i)

=0 (2.38)

a2 2 dt dt

a l'ordre le plus bas, les termes correspondant & © = v = 0 dominent, soit en tenant compte du fait que les

dérivées temporelles de h sont nulles, _
d2$l hoo,,‘C2

=0 2.39
dt? 2 ( )
On trouve alors que I’équation du mouvement se réduit a
d*z [
— =——Vh 2.40
di? 9 (2.40)

ce qui est identique & I’équation de Newton, pourvu que ® = c?hgg/2 soit

20
goo = (1 + CQ> (2.41)

Ainsi, le tenseur g contient la description du champ gravitationnel. 11 contient aussi I'information nécessaire
pour passer d’un référentiel quelconque a un référentiel inertiel. C’est exactement ce que dit le principe d’équi-
valence : ces deux informations sont équivalentes, car si ’on connait le champ gravitationnel, on peut calculer
le mouvement de chute libre et en déduire un référentiel inertiel.

De plus, 'expression de ggo permet d’estimer la déviation par rapport a la métrique de Minkowski due au
champ gravitationnel. Avec G = 6,67 x 1071 m? - kg™! - s72, ¢ & 3 x 10°m - 87!, Mreme = 6 x 102*kg et
Rerre &~ 6400 km, on trouve 1079 & la surface de la Terre. On trouve de méme 1076 & la surface du Soleil et
10~% & la surface des naines blanches.

Enfin, comme ggg est lié & la fagon dont un observateur ressent le passage du temps, on voit que la présence
d’un champ gravitationnel altere les durées. C’est une conséquence directe du principe d’équivalence. Les sections
suivantes sont consacrées a cet effet.

4 L’effet Einstein — décalage gravitationnel des fréquences

L’effet du champ gravitationnel sur les durées est appelé effet Einstein. On peut analyser cet effet de plusieurs
manieres.

Pour un objet au repos dans un champ gravitationnel (pas dans un référentiel inertiel, donc), le temps propre

dt est relié au temps dt par
dr

goo

dr? = goodt? soit dt = (2.42)
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Rappelons que le temps propre dr représente le temps qui sépare deux événements, dans un référentiel inertiel,
tandis que dt désigne le temps qui sépare ces deux mémes événements dans le référentiel d’étude, qui peut étre
accéléré par rapport au premier. Le temps qui sépare deux tics d’'une méme horloge dépend de ggg, et donc du
champ gravitationnel présent. Notons :
e §t1 I'intervalle de temps qui, pour 'observateur 1 situé au niveau d’un émetteur, sépare deux maxima de
Ponde émise (c’est la période de 1'onde) ;
e 0ty I'intervalle de temps qui, pour 'observateur 2 situé au niveau d’un récepteur, sépare deux maxima de
I’onde qui serait émise par un émetteur identique.
Si I'onde est émise par une transition atomique, le temps §to désigne la période de 'onde qui peut étre absorbée
en 2 par le méme atome, par la transition inverse.

dt
dts goo (1)
ce qui donne, avec lexpression précédente de ggo (valable pour les champs faibles),
dtq by — Py
— =14+ " 2.44
dtg + c? ( )

Examinons 'expérience de Pound-Rebka, dans le cas ou une onde électromagnétique issue d’une transition
atomique est émise vers le haut depuis un émetteur ou le potentiel gravitationnel vaut ®;, vers le détecteur ou
il vaut ®5 > ®,. Prenons pour dt; la période de 'onde émise, c’est-a-dire I’écart temporel entre les maxima de
l'onde électromagnétique émise. Le temps de parcours de la lumiere entre 1 et 2 étant indépendant du temps, les
maxima de I’onde sont regus en 2 avec le méme écart temporel dt;. Or, si 'observateur situé en 2 dispose d’une
source identique a celle placée en 1, la période du rayonnement émis par la transition atomique (ou la période
des ondes susceptibles d’étre absorbées par 'atome placé en 2) vaut dts qui d’apres la relation précédente vérifie
dts < dt;. Pour l'observateur 2, onde recue a donc une période plus longue (et donc une fréquence plus faible)
que celle de la transition atomique : 'onde a été décalée vers le rouge. La fréquence recue en 2 est donnée par
I'inverse de la période dt; et la fréquence de la transition atomique qui aurait lieu en 2 par l'inverse de dto, si
bien que vérifie donc

recue (I)_(I)
Jrogue g 1= %2y (2.45)

fémise c?

On peut comprendre ce résultat, dans le cas d’'un champ gravitationnel homogene, en utilisant le principe
d’équivalence. La physique dans un référentiel au repos dans champ de gravitation ¢ est la méme que dans un
référentiel accéléré vers le haut, avec I'accélération @ = —g, sans gravitation. Plagons nous dans ce référentiel, par
exemple dans une cabine d’ascenseur accélérée vers le haut. Considérons une horloge constituée d’un ensemble
émetteur-récepteur séparés par une distance ¢ faible, ’émetteur produisant un rayonnement monochromatique.
La lumiere émise en bas met le temps §t ~ £/c pour atteindre un récepteur situé haut. Pendant ce temps, le
récepteur a acquis une vitesse relative dv & g 0t = g¢/c par rapport a ’émetteur. L’effet Doppler se traduit par

un décalage de la fréquence

av 9t (2.46)

v c?

Ceci s’exprime en fonction du potentiel gravitationnel ¢ & gz (si z est orienté vers le haut) selon
Av. ¢
v 2

(2.47)

La lumiére a une fréquence d’autant plus faible que le récepteur est situé haut, c’est-a-dire dans des régions ou
le potentiel gravitationnel est élevé.

On peut aussi retrouver cet effet en faisant un bilan d’énergie sur un photon d’énergie F = hv, a condition
d’admettre que 1'énergie potentielle perdue est donnée par mgl ott m = E/c2.
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5 L’expérience de Pound et Rebka (1959)

Expérience réalisée en 1959 par Robert Pound (1919-) et Glen Rebka. Elle consiste & placer en haut d’une
tour une source de rayons gamma émettant une raie tres fine (la raie & 14 keV du ®7Fe), un détecteur sensible
a cette raie en bas de la tour, et a mesurer le décalage en fréquence entre la raie émise et la raie détectée,
en utilisant le fait que la probabilité d’absorption par le détecteur dépend de la fréquence de la raie recue. La
difficulté de cette expérience réside d’une part dans le fait que le décalage Doppler de la raie dia au recul des
atomes est beaucoup plus important que l'effet gravitationnel recherché, et d’autre part dans le fait que ce recul
décale suffisamment la longueur d’onde émise pour qu’elle ne soit plus absorbée par I'autre atome. Elle ne put
étre réalisée en pratique qu’apres la découverte de Deffet Mossbauer (1957) dans lequel ce recul est beaucoup
moins important, le photon interagissant avec ’ensemble du réseau cristallin et non un seul atome.

La tour utilisée pour I'expérience, la Left Tower au Jefferson Laboratory (Harvard), 'avait déja été, en 1903,
par Edwin Hall (1855-1938) pour tenter de mettre en évidence un décalage vers le sud lors d’une chute libre.

5.1 Résultat de |'expérience historique

5.2  Versions modernes

6 Expérience de Hafele-Keating (1971)

Expérience de Hafele-Keating (1971) : les indications d’horloges atomiques embarquées a bord d’avions
de ligne ayant voyagé autour de la Terre dans des directions opposées furent comparées a celles d’une autre
horloge restée au sol. L’effet de retard gravitationnel est faible, mais il est cumulatif : en attendant suffisamment
longtemps, on peut finir par mettre cet effet en évidence. Cette expérience fournit une confirmation expérimentale
de la dilatation relativiste des durées et du ralentissement des horloges dans un champ gravitationnel.

Attention, il y a une contribution purment cinématique & la différence des indications des horloges : du fait
de la rotation de la Terre sur elle-méme, la vitesse des avions par rapport & un référentiel galiléen est donnée
par V +wvet V —v, ou V désigne R lg, la vitesse de la surface de la Terre. Les facteurs de Lorentz pour les
deux avions valent donc
(V +0v)?

v=(1-8)"r g

7 Déviation des rayons lumineux dans un champ homogene

D’apres la relativité générale, la propagation de la lumiere est affectée par la présence d’un champ gravi-
tationnel, comme nous le verrons en détail plus loin. Dans le cas d’'un champ homogene, on peut le montrer
sans calcul, en se basant sur le principe d’équivalence. Considérons un observateur au repos dans un champ
de pesanteur homogene dirigé vers le bas. Les référentiels inertiels sont en chute libre vers le bas et pour cet
observateur, tout se passe comme s’il était accéléré vers le haut par rapport a un référentiel inertiel, avec une
accélération constante.

Vu depuis ’ascenseur, le rayon lumineux est courbé. Le principe d’équivalence implique que les rayons
lumineux sont déviés dans un champ de pesanteur.

L’argument qui précede est qualitatif. Pour déterminer de maniére rigoureuse la forme du rayon lumineux, il
faut savoir passer d’un référentiel inertiel & un référentiel accéléré de maniere propre, ce qu’on étudie rarement
en relativité restreinte. Par ailleurs, dans toutes les situations intéressantes en pratiques, le champ gravitation-
nel n’est pas uniforme et il faut d’une part comprendre comme il varie spatialement, et d’autre part décrire
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o4 OO== OO o o©

FIGURE 2.1: Un objet est lancé a ’horizontale, dans une cabine en chute libre. La cabine est un référentiel inertiel et la
trajectoire de l'objet y est rectiligne.

o1 o o= o =4 o o4 o—=—
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FIGURE 2.2: La méme trajectoire, vue depuis une cabine accélérée vers le haut avec ’accélération @ = —g. La trajectoire
est parabolique.

comment cela affecte le rayon lumineux. Il faut faire appel aux outils de la relativité générale pour calculer
quantitativement la déviation gravitationnelle de la lumiere, nous le ferons dans un chapitre ultérieur.

8 Les difficultés

8.1 Tous les systemes de coordonnées se valent

Il n’est pas immédiat de dégager le sens physique d’une coordonnée a partir d’une métrique.

8.2 Le systeme a deux corps

Il est difficile de seulement poser le probleme & deux corps. Comment mettre deux corps & une certaine
distance 'une de 'autre si on ne connait pas la métrique ? La notion de masse n’est pas non plus évidente a
priori, car il y a de I’énergie de liaison en jeu.
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8.3 Comment déterminer la courbure?

Le principe d’équivalence permet de décrire la physique dans un espace courbe, mais il ne dit rien sur ce
qui détermine la courbure, ou dit autrement, sur les sources du champ de gravitation. Nous allons voir que
c’est le role des équations d’Einstein, qui définissent la relativité générale. Il existe d’autres choix possibles qui
définissent des alternatives ou des prolongements de la relativité générale.

8.4 La topologie

La métrique détermine les propriétés géométriques locales de ’espace-temps, mais pas la topologie. Par
exemple dans un espace de dimension 2, une géométrique plane peut étre réalisé dans un plan, dans un cylindre
ou sur un tore, si ’on identifie certains points du plan. Pour chaque géométrie il existe généralement plusieurs
topologies possibles. La détermination de la topologie adaptée pour décrire I'Univers dans lequel nous vivons
est une question de cosmologie expérimentale [cf Luminet].



3. Variétés riemanniennes et calcul
tensoriel

Dans ce qui précede, nous avons écrit I’équation du mouvement d’un corps soumis a un champ de gravitation,
en utilisant le principe d’équivalence. L’équation obtenue est identique a celle qui décrit les géodésiques dans
un espace courbe, comme nous allons le voir, et il sera trés utile de rappeler/voir quelques notions relatives a
ces espaces.

1 Espaces courbes

Biblio utilisée : Rindler, chapitre 8; Mould, chapitre 11; Hobson, chapitre 2.

1.1 Courbure extrinseque et courbure intrinseque

La courbure est une notion géométrique, qui caractérise les distances sur une surface. On dit qu'une surface
est plate ou euclidienne lorsque les distances entre les points obéissent au théoreme de Pythagore, soit en
dimension 2 par exemple,

2 =22 42
On visualise bien, intuitivement, cette notion de platitude. Prenons une surface plate et déformons-la. Par
exemple, roulons-1a en un cylindre. Elle devient courbée, ou plus précisément, on dit qu’elle possede une courbure
extrinseque. Pour un insecte vivant sur la surface, celle-ci reste plate, cependant. Les longueurs obéissent en
effet a la relation de Pythagore, pourvu qu’on les compte dans la surface,

% = 2% + R?0? = 2% + (R)?
Pour d’autres surfaces, comme la sphéere, ce n’est pas le cas et les distances ne vérifient pas Pythagore. La
surface possede une courbure intrinseque.

C’est cette courbure intrinseque qui va nous intéresser ici. On peut la définir pour n’importe quelle surface,
ou n'importe quel espace, sans avoir besoin de la plonger dans un espace de dimension plus grande. Cela peut
parfois aider & comprendre certaines propriétés de visualiser une surface bidimensionnelle plongée dans ’espace
3D, mais il faudra dépasser cette vision.

Dans le cas de la sphere 2D de rayon R, par exemple, décrites par les coordonnées sphériques (6, ¢) (colatitude
et longitude), les distances sont données par

dl? = R?dH* + R?sin® 0d¢?

17
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Les coefficients qui interviennent dans cette expression forment la métrique, qui constitueront plus loin le tenseur
métrique. Cette expression contient toutes les informations sur la courbure de la sphere. Un habitant de la sphere
qui mesure les distances entre 4 villes assez éloignées peut utiliser cette expression pour en déduire le rayon de
la Terre. On peut écrire d’autres formes équivalentes de la métrique, par exemple en partant de I’expression
tridimensionnelle de la surface

di? = da? + dy? + dz?  avec 2% +y? + 22 = R?
soit
rdr +ydy
R (2 +7)

dz = —

et donc (ed )2
+yady
d? = da® + dy? + IV
7+ dy +R2—(ﬂc2—|—y2)

En posant z = pcos¢ et y = psing, on a
dr =cos¢pdp — psingpdp et dy =singpdp+ pcospdp

ce qui donne
da® + dy? = dp* + p* do® et (xdx +ydy)? = p? dp?
ce qui donne finalement
R2dp?
RZ — p2
On peut noter une singularité dans ces expressions, en p = R. Elle provient du choix de coordonnées, pas d’une

singularité réelle de la surface. En RG, il faudra se méfier de ce type de singularité et de ne pas les attribuer a
la structure de ’espace-temps.

de? = + p2d¢? (3.1)

Dans le cas tridimensionnel, on trouve de méme

R2dr?

R2dr?
A2 = s 127 4 1% sin? dg? = =+ rdQ?

Rz —r
ou df2 désigne 'angle solide élémentaires en coordonnées sphériques.

Notons enfin qu’il n’est pas immédiat de voir qu’une surface est courbe d’apres son d¢2. Par exemple le plan
en coordonnées polaires.

1.2  Géodésiques

On appelle géodésique une courbe C reliant deux points et dont la longueur

EE/dZ
1

50=0 (3.2)

pour toute perturbation 6C de la courbe. De maniere équivalente, la courbe est localement de longueur minimale,
c’est-a-dire que la distance entre deux points infinitésimalement proches est minimale. Quant a la longueur peut
étre minimale (exemple de deux points sur la sphere), ou correspondre & une situation plus complexe (pas un
maximum), dans laquelle les variations ¢ sont nulles au premier ordre, mais peuvent étre positives ou négatives
au second ordre, selon la perturbation considérée. C’est un point de selle (exemple avec deux points sur la
sphere, de la géodésique qui fait le tour).

est stationnaire, dans le sens ou

On peut montrer (cf TD) que la condition 3.2 conduit & I’équation des géodésiques.
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1.3 La géométrie dans des espaces courbes

La somme S des angles d’un triangle n’est pas nécessairement égale a 7 radians, et il existe des diangles.
L’écart entre S et m dépend de laire du triangle considéré.

Le rapport entre la circonférence et le rayon d’un cercle n’est pas égal a 27. Calculons la circonférence d’un
cercle de rayon r. Un point sur une sphere de rayon R peut étre repéré par sa distance r = R a I'un des poles
et par sa longitude ¢. La circonférence d’un cercle de rayon r et centré sur un pole s’écrit

C:2ﬁRﬂn9:2wR$n(%)<2WR%::%W

On remarque que la circonférence atteint un maximum pour une valeur donnée de r. Pour des petits cercles

(r< R),ona

7T7‘3

Cr2mr — ——
3 R?
De méme, calculons la surface du disque correspondant, toujours sur la sphere :

r r 0
S= / C(r)dr = / 27 Rsinfdr = 27TR2/ sin @ df = 27 R? [1 — cos (L)]
0 0 0 R

Pour des petits disques (r < R), le développement limité du cosinus donne

7TT4

~ 2_
T 2

Calcul similaire dans un espace 3D courbe, volume d’une sphere, volume total de la variété. Deux personnes
qui avancent en ligne droite en partant paralleles. Idem avec des rayons lumineux.

Ballon qu’on gonfle sur une sphere, dans 'espace : la surface du ballon atteint une surface maximale pour
un rayon donné.

1.4 Courbure gaussienne

Gauss avait introduit la courbure d’une sphére en considérant la relation entre les angles «, 3, v d’un triangle,

«a — 1
gootBty-m 1
S R?
On peut montrer que K vaut 1/R? en considérant un triangle dont les trois angles valent 7/2, et dont la
surface vaut donc un huitiéme de celui de la sphere. Pour une surface dont la courbure n’est pas constante (une

patatoide), la courbure locale est donnée par

Kooy &Rty
S—0 S

On voit sur la figure 3.1 que la courbure est reliée a la maniere dont un vecteur tourne lorsqu’il parcourt
le triangle, en le forcant & étre paralléle a chaque coté au cours de son trajet, en lui faisant subir une rotation
d’angle «, 8 ou vy aux trois sommets. Voir le lien plus loin entre courbure et transport parallele.

1.5 Variété (pseudo-)riemannienne

Ce qu’on a dit ici peut étre transposé au cas d’'une variété décrite localement non pas par la longueur d¢?,
mais par I'intervalle que I’on va noter ds?, méme si cette quantité pourra étre négative ou positive.
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FIGURE 3.1: Lorsque I'on parcourt un triangle, a chaque sommet on tourne d’un angle complémentaire de ’angle interne
correspondant. Pour un triangle plan, lorsqu’on revient & son point de départ, on a tourné de 27, si bien
que2r=(r—a)+ (r—pB)+ (r—7),soit a+B+~v=m.

1.6 Le référentiel local de Lorentz

a partir d’une métrique quelconque, peut-on choisir un systéme de coordonnées £* dans lequel la métrique
est euclidienne ou minkowskienne ? & partir d'un systeme de coordonnées quelconque z*, on veut trouver un
nouveau systéme de coordonnées z'* tel qu’en tout point P,

VP, g;w(P) = N (3.3)

Ces conditions (autant que de composantes indépendantes de g) sont généralement impossibles & remplir en
tout point, car on ne dispose que de 4 fonctions £ a ajuster pour remplir 10 conditions. La réponse est donc
négative. En revanche, on peut vouloir les remplir localement autour d’un point P donné, c’est-a-dire

99
g;u/(P) = nl“/ et g:u/,a(P) = axl:a = 0 (34)
P

en érigeant autour de ce point P un systéme de coordonnées z'*, relié au systéme de départ par
o e «a T TH (e T I v 1K (o I 11 v 1R v 10
x fx0+au(:17 faso)erW(o: —2'y) (z 7170)4*0””0(:6 —2'f) (2" =2'h) (" —=2'7) + ... (3.5)

ou les a, b et c sont des ensembles de constantes. Le calcul de g, (P) contient les dérivées premieres du
changement de coordonnées, et ne fait intervenir que les aj;. Ceux-ci peuvent effectivement étre choisis pour
satisfaire la condition (3.3). On dispose en effet de N* = 16 parametres af pour satisfaire N(N +1)/2 = 10
conditions. La différence de 6 correspond a la liberté de choix correspondant a la transformation de Lorentz
d’un référentiel localement inertiel & un autre. Le calcul des dérivées premieres de g, (P) contient les dérivées
secondes du chamgement de coordonnées, et au point P ces dérivées secondes ne font intervenir que les termes
b%,. Tls peuvent eux aussi étre choisis pour satisfaire la condition (3.4). On dispose en effet de N*(N +1)/2 = 40
parametres b7, pour satisfaire N*(N 4 1)/2 = 40 conditions. Par contre, les termes cf},,, ne peuvent pas étre
ajusté pour satisfaire

g

62/

/ _ 99w | _
guu,aﬁ(P) - 912 dB B =0 (36)

car on ne dispose que de N2(N+1)(N+2)/6 = 80 parametres ¢, (voir plus loin) pour satisfaire N?(N+1)2/4 =

nvo
100 conditions. Ces termes en dérivée seconde de g,,,, correspondent a la courbure de I’espace-temps et ne peuvent
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N=1 2 3 4

G (P) = 0y 1 3 6 10
ag 1 4 9 16
G =0 1 6 18 40
be, 1 6 18 40
Guwap =0 1 9 36 100
<, 1 8 30 80
Ry 0 1 6 20

TABLE 3.1: Nombre de contraintes et de parameétres libres pour obtenir un référentiel localement lorentzien dans un
espace-temps de dimension N.

étre éliminés par aucun changement de référentiel. Notons qu’il y a 20 de ces nombres, ce qui correspond
exactement au nombre de composantes indépendantes du tenseur de courbure (voir plus loin).

Le référentiel dans lequel les conditions précédentes sont remplies est appelé le référentiel localement inertiel
ou référentiel local de Lorentz. On remarque que dans ce référentiel, F)‘W =0.

Nombre de contraintes en dimension 2, 3 ou 4.

Le calcul du nombre de parametres cj;,,, indépendants peut s’effectuer comme suit. Il y a N possibilités
pour choisir a, et il reste & calculer le nombre de triplets (u,v,0) € {0,1,2,3}3, sachant que les coefficients
sont symétriques par échange de deux indices. Ainsi, cfog = ¢35 = cigy = ..., par exemple. Il faut simplement
indiquer le nombre de fois ou chaque possibilité (0, 1, 2 ou 3) apparait dans le triplet (u,v, o), par exemple
ici une fois 0, une fois 2 et une fois 3. Ceci pourrait étre représenté par la notation X|| X |x, ou la premiere
case représente le nombre de 0, la seconde le nombre de 1, etc. De méme le coefficient cf, = clog = cdgo serait
représenté par x X || X |. Le nombre de ¢%,, indépendants est donc obtenu en calculant le nombre de maniéres

nrvo
de disposer trois x et N — 1 symboles | de maniére non ordonnée dans N + 2 cases, soit

(N+2)(N+1)N
3!
ce qui donne bien pour le nombre de parametres différents

(N +2)(N + 1)N?
6

2 Tenseurs

2.1 Introduction

Les calculs sur des surfaces peuvent étre pénibles. On va s’affranchir d’une grande partie de la difficulté
(pas toutes) en utilisant des tenseurs, qui sont des objets mathématiques caractérisés par des propriétés de
transformation particulieres. Ce sont en quelque sorte les extensions des vecteurs (& condition d’avoir bien défini
ce qu’est un vecteur).

2.2 Scalaires

Plus précisément, lorsque 1’on change de systéme de coordonnées pour décrire les points sur une variété (une
surface 2D ou un espace de dimension plus grande), =¥ — /¥, certaines quantités ne sont pas modifiées, dans
le sens ol leur nouvelle valeur S’ au point z'# est égale a lancienne valeur S, prise au point z#,

S'(a™) = S(a*)
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Ce sont des scalaires. Par exemple, I’altitude ou la température en chaque point de la surface terrestre.

2.3  Vecteurs

D’autres quantités changent au cours de la transformation. On définit les vecteurs contravariants comme
ceux qui se transforment selon

12%
VY ox
oz
Par exemple, les coordonnées dz” d’un déplacement élémentaire sont changées par changement de coordonnées
(exemple, passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires), selon
%
da' — ox
OxH

Ceci les oppose a un autre type d’objets, les vecteurs covariants qui se transforment selon

Ve (3.7)

dx*

v oxt

= 4
v ax/u /

C’est le cas par exemple du gradient d’une fonction scalaire, 9, ®. En effet, en utilisant le fait que ®'(2') = ®(x)
si @ est scalaire (voir plus loin),
0P’ od Oxv ox¥

- = —_— =
(0,2) = Ax'* ~ dzv o't Ox'M 0,®

On remarque alors que le produit W, V* est un scalaire, car

! 2% _ axa 637/” 6 _ 6a B o o
W, V" = WWQWV =ogWo VP2 =W,V
Pour un vecteur contravariant V# donné, on définit le vecteur covariant V,, de sorte que V,,V* donne le carré
de la norme du vecteur,
2
Vi =V

C’est-a-dire que V, est le vecteur dual de V#.

2.4 Interprétation géométrique des composantes covariantes et contravariantes

Dans le plan muni d’un repére non orthogonal, on peut visualiser la différence entre les deux types de
coordonnées : les coordonnées contravariantes sont obtenues par projection paralléle sur les axes correspondants
alors que les coordonnées covariantes sont obtenues par projection orthogonale (voir la figure 3.2). On montre
alors par le calcul que v? = v,v” + v, vY. On écrit que

v? = (v,)2 + R et (v7)? =h%+ (v, —vY)?
La deuxieme équation s’écrit
(v°)% = 1 + (v,)* + (v%) — 200"
on remplace h? par son expression obtenue par I’équation précédente, ce qui donne apres simplification

(vy)2 — 2u,0Y = (v"’?)2 — 2

On obtient une expression similaire en intervertissant x et y, ce qui donne finalement en combinant les deux

équations ainsi obtenues,

v? = 00" + vyvY
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FIGURE 3.2: Coordonnées contravariantes et covariantes.

2.5 Tenseurs de rang quelconque

On peut étendre la définition précédente a des tenseurs de rang plus élevé. Un objet est un tenseur covariant
de rang 2 §’il se transforme selon

ox® 92"
= T (3.9)
N Y aale ) i
Un objet est un tenseur contravariant de rang 2 s’il se transforme selon
ox'" 9z
™ = 7" 3.10
x> Ozt (3.10)

Tenseur mixte : T%.

2.6 Le tenseur métrique

La quantité g,, est un tenseur covariant d’ordre 2. Son inverse g"” est un tenseur contravariant d’ordre 2.
En effet,

o> o¢P B 0> 068 0z OxP 0z? Ox*

!/ —
G =108 G 007 = "0 007 D 0 0 97 9 D"

Le vecteur V,, = g, V" est un vecteur covariant, il est appelé le vecteur dual de V”, car V,,V# est égal au
produit scalaire de V# par lui-méme, g,, V*V".

Le tenseur métrique est symétrique sur ses indices, il comporte donc n(n+1)/2 composantes indépendantes,
soit 10 en dimension n = 3 + 1.

2.7 Monter et descendre les indices

On passe d’une composant covariante & une composante contravariante (et vice-versa) par contraction avec
le tenseur métrique,

V=9 V" et VI =g"V,
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2.8 Intérét des tenseurs

L’intérét des tenseurs généralise celui des vecteurs habituels, ce sont des entités dont les propriétés ne
dépendent pas du choix de coordonnées. Une égalité tensorielle est vraie dans tout systéeme de coordonnées. On
peut alors souvent se placer dans un choix qui donne une équation simple. Grace au principe d’équivalence, en
particulier, on peut écrire des égalités tensorielles dans un référentiel inertiel (dans lequel I' = 0 au moins en
un point). Ces égalités resteront vraies en présence de gravitation (dans un référentiel non inertiel). Elles seront
alors plus compliquées a cause de la connexion affine.

En particulier, un tenseur nul dans un systéeme de coordonnées est nul dans tous les autres.

Dit autrement : une quantité que ’on peut annuler par changement de référentiel n’est pas un tenseur.

3 Abrégé de calcul tensoriel

3.1 Combinaison linéaire de tenseurs

La combinaison linéaire de deux tenseurs de méme rang et de méme caractére covariant/contravariant est
un tenseur. Par exemple, si Agﬁ et BY 5 sont deux tenseurs, alors

CgﬁzaAZB—i—ngB olac€RetacR

est aussi un tenseur. On le montre tres facilement a partir des relations de transformation des tenseurs.

3.2 Produit de tenseurs

La quantité A*BY se transforme comme un tenseur doublement contravariant. On peut généraliser a des
tenseurs de rang plus élevé, et a des composantes covariantes.

Attention, un tenseur de rang deux ne s’écrit pas forcément comme le produit de deux tenseurs de rang
inférieur (on peut par exemple intriquer les composantes, A* B + A” B*).

3.3 Contraction

On appelle contraction d’un tenseur A" 5 la quantité obtenue en sommant ses composantes sous la forme
AF .. On obtient ainsi un nouveau tenseur. Calculons par exemple la maniére dont se transforme A*“B,,, ou
A et B sont des tenseurs. On a

Oxt Ox® oz oz'"
A/H‘X _ APo t Blay — AK
oz'? 0x'° ¢ oz Oxv

et donc, en mettant tout ¢a ensemble, et en prenant en compte le fait que

o' oz~ Y
dr> dx'°  °
on arrive a
oxt oz'"
AHGBQV = Ap)\B)\n

ox'? Oxv
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3.4 Théoreme du quotient

Si une quantité de la forme A" gych est un tenseur, et si B est un tenseur, alors on peut montrer que
nécessairement 'objet A est lui-méme un tenseur.

4 La connexion affine n’est pas un tenseur

uler nnexion n * apres un changement de coordonnées
Calculer la connexion affine I,

1
by A —
T = 99 ?19puv + Govu = Guv.p)

I faut déterminer comment g, o se transforme par changement de coordonnées. Or, pour tout tenseur A,,,

0 oz OxP
Aoss = g5 | e

mP = P | " 9’
soit

2z 98 dr* 9228 0z 0xP 0Anp
R ) + Oz’ 0x'Px” P T Dpin 9V dx'e

Dans le dernier terme on peut écrire

’ _
Ayvp =

8Aa5 o 814(1/3 0x?
dz'r  dx° dx'P

et le dernier terme s’écrit donc
oz 9P d9z°

da'm Dz dx'e P
On le notera [cov] dans la suite, c’est la partie covariante de la dérivée recherchée (seul ce terme est présent si
cette dérivée est un tenseur). On a donc

02z aa:BA Jr6:13“ 92zP
x'Poz'" dx’” P T 9t 9xP oY

A/,uu,p = Aaﬂ + [COV]

ce qui donne, en 'appliquant & g et en remplacant les dérivées de g par leur valeur dans 'expression de I' (deux
simplifications deux & deux),

A
| R

B aﬁ,@x»‘ oz'? {ax’“ 0%z

Oz OzxB | Ox'P 33:’”8:17"’} Jro + [cov]

Or, le terme W

* *
ce qui permet d’écrire
ap 01 e

=g 0T
v =9 oz~ 830’“83;’”950

+ [cov]
soit en utilisant le fait que
gaﬁgﬁa = 5?
on trouve \
! 2 .
P ox 0°x
Vi = G g + L
Ce n’est donc pas un tenseur. D’ailleurs, on peut annuler la connexion affine en un point, en se plagant dans le
référentiel localement inertiel, ce qui ne serait pas possible avec un tenseur.
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On peut remarquer que la formule qu’on a obtenue ci-dessus donne [cov] = 0 lorsque le référentiel initial est
inertiel (on avait noté & les z#), soit
ozt ¢
O&> 9x'Hox!”
ce qui avait constitué notre point de départ pour introduire cette grandeur.

A
Fl“’_

5 Dérivée covariante

5.1 Gradient d'un scalaire

On a montré au paragraphe 2.3 que si ¢ est un champ scalaire, alors son gradient quadridimensionnel 0,,¢
est un tenseur covariant de rang 1, c’est-a-dire un vecteur.

5.2 Dérivée d'un vecteur

Calcul de la dérivée d’un vecteur dans une nouvelle base, ce n’est pas un vecteur.

ozx®
r_
Vi = g Ve
La dérivée par rapport & z'" s’écrit 'V, ,, et elle vaut
v 9 [0z~ 0% ox® 9V, 0x°
my o \ ozt ) oxv ot + ox'* 0zP Oz’

Si la quantité était covariante, on n’aurait que le dernier terme. Dans tous les calculs suivants, on va noter [cov]
la partie covariante des expressions obtenues.

2 .
p 0z

= WVQ + [cov]

5.3 Dérivée covariante

En revanche, on peut définir un vecteur & partir de V,, ,,, selon
V;L;u = V,u,l/ - F;ﬁzuvﬁ
En effet, cette quantité se transforme selon (en utilisant les transformées de I' et de V')

v 0%z ox'® 92z~ 0z’
WY T gV Y T g 9P oY x ox'B

Vo + [cov]

En utilisant le fait que
o2'? 0z
or™ ng’ﬁ

les deux premiers termes de la somme s’annulent et on arrive &

=67

V!, = [cov]

v

C’est une quantité covariante, appelée « dérivée covariante » et notée

DA, =V, A=Ay =0,A, —T0 Ag

v
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Pour obtenir I'expression équivalente pour un tenseur contravariant, on écrit que A, A" est un scalaire, et
que 0, (A, A") est un vecteur. On trouve que

D, AF =V, A = A' = 0, A" +T%, A

Propriété : la dérivée covariante se réduit a la dérivée simple dans le référentiel localement inertiel. Ceci
fournira un moyen puissant pour prendre en compte les effets de la gravitation.

5.4 Divergence covariante

5.5 Généralisation aux tenseurs de rang plus élevé

Par exemple,
AN g =AML 5 + T gAY + T, g ANG — T g AR

5.6 Transport parallele

Le transport parallele est défini par
Al =0
2

soit
0, At = —T'*, A“

Le vecteur A* est donc changé de
0AY = —T*H S A%dx”

au cours d’un transport parallele dans la direction donnée par dx”.

6 Tenseur de courbure

6.1 Construire un tenseur a partir des dérivées de g,

A partir de g, et gu..«, On ne peut construire que des tenseurs qui ne dépendent que de g,

A partir des dérivées secondes de g, on obtient (avec les signes de Hobson et Rindler)

R, =T\ ,—T)  4+T)T7 —T)T" (3.11)

pro po,v 71 7Ne" vnT po an® pv

C’est le tenseur de courbure, qu’on appelle aussi tenseur de Riemann. On ne va pas adopter cette approche ici,
c’est calculatoire et le calcul est assez opaque.

6.2 Tenseur de courbure et commutation des dérivées covariantes

On va plutét montrer qu’un tenseur contruit a partir des dérivées secondes de g intervient lorsque 1’on calcule

le commutateur de dérivées covariantes
(D, DyVa = R®,,, Vs (3.12)

[calcul ; on a besoin de la dérivée covariante d’un tenseur de rang 2]

Or, le terme de gauche est un tenseur, et V' aussi. Le théoreme du quotient indique donc que R est aussi un
tenseur.
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6.3 Tenseur de courbure et transport paralléle

Ce tenseur intervient aussi dans la situation suivante. On considére un petit chemin, constitué de deux
branches x — = + dx¥ — = + dz¥ + dz® et © — = + dx® — = + dz® + dx¥. On considere un vecteur V* que
Pon transporte parallelement le long de ces deux branches. En général, les deux vecteurs obtenus ne sont pas
paralleles. En effet, par le premier transport x — x + dzV,

VP = VP(z+da”) =VP =11 Vidz” (3.13)
puis
VP(x +dz”) — (VP =10, Vide") =17, (z + dz”) x (V7 =T}, V¥da")dz® (3.14)
(pas de somme sur v), soit
Ve 10, Vide” — (T8, +T0, ,dz¥) x (V7 =T, VFdz")dz® (3.15)
soit
Ve T8, Vida” =17, Voda® =T, Vdz"dz® +T%, 1, VFdx"dz® (3.16)

En parcourant la boucle par Pautre branche, on obtient (v ¢ «)
ve—1° Vide® =17, Voda” — 17, V7dx®dz” + 17,1, VFdz*dz” (3.17)
La différence entre les deux vecteurs s’écrit

§VP = R, VFdx“dz” (3.18)

pro

ou 'on voit apparaitre le tenseur de courbure introduit au paragraphe précédent. En ajoutant une multitude de
petits carrés du type précédent, on montre que sur un chemin de forme quelconque,

VHdS (3.19)

nAes

sV = R

6.4 Expression de R en fonction des dérivées secondes de g

Un calcul long et pénible permet de montrer que (écrit de trois maniéres équivalentes)
1
Rasyr = 5 (00agsn = 0,059 + 00590 — 0u0agsn) = Gop (Fgurgy . rgyrgu)
8295u azgau a2gau azgﬁv

1
Rup. = © _ - — 90 (12,0, — T2,T%5,.)
Py = g <6x”8x0‘ 027028 | QuhdxP 8%“895“) oo \"au®pr S v By

1

Rapy = 5 (Ousve = Gorsars & Gavip = Gpuia) = 9op (T5uT5, = T T5,.)

6.5 Symétries de R,,q3

Le tenseur R,,.s est antisymétrique sous I’échange des deux premiers ou des deux derniers indices, et
symétrique sous I’échange des blocs pv et af,

Ruuaﬂ = _Rvuaﬁ = _R,ulf,(i’a = Raﬁpu (320)

Il vérifie aussi des identités cycliques que 'on peut démontrer en se plagant dans un référentiel localement
inertiel, pour lequel les I' sont nuls. On a alors

1
RozB;u/ = 5 (81/ao¢g,6’u - 81/&8904# + 8;46/39au - 8uaagﬁu)
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1
Rau,@u = 5 (auaaguﬁ - 8uaugozﬁ + 8,@811911;1, - 86(9(191/;4)

1
Ra;wﬁ = 5 (aﬁaozg;w - aﬁa/_tgau + auaﬂgaﬁ - 81/8049}1.6)

La somme de ces trois termes donne bien zéro,
Raﬁuy + Rayﬂu + R(XMV[? - O

C’est une équation tensorielle, elle est donc valable de maniere générale.

On en déduit le nombre de composantes indépendantes. En considérant Rg,,, comme une matrice My, dont
chaque indice a et b est un couple (a, §) ou (u,v), les antisymétries indiquent que ces « indices » ne peuvent
prendre que N (N — 1)/2 valeurs indépendantes. La matrice M est donc une matrice N(N —1)/2x N(N —1)/2
symétrique, qui peut prendre

%x N(N - 1) <N(N1) +1> _ N(N-D[N(N —1) +2]

2 2 8
valeurs indépendantes. Il faut retirer les

N(N —1)(N — 2)(N — 3)
Al

conditions imposées par les identités cycliques. On notera en effet que lorsque deux des indices sont égaux, la
condition de cyclicité se réduit a celle de symétrie et d’antisymétrie et n’apporte pas de contrainte supplémen-
taire. Il faut donc compter le nombre de manieres de tirer au sort une liste non ordonnée de 4 parmi N. On
arrive a
N2(N?-1)
12

composantes indépendantes, soit 0 pour D = 1, 1 pour D = 2, 6 pour D = 3 et 20 pour D = 4. On remarque
que ce 20 est la différence entre les 80 coefficients dans le changement de coordonnées et les 100 contraintes
dans la partie 1.6.

6.6 Identité de Bianchi

[Weinberg, section 6.8, p.146] Dans un référentiel localement inertiel, les I" sont nuls et la dérivée covariante
du tenseur de Riemann s’écrit

10 0290 0?Gua 0? d%g,
Ruvapp = 55| — Jpa | 29 Jub__ JvB (3.21)
2 Ozxr OzvdzP ~ OxrdxP  Oxvdx>  Jrtdz
d’ott 'on déduit facilement (par permutations circulaires)
Ruvapip + Ruvpaip + Ruvppia =0 (3.22)

C’est 'identité de Bianchi. C’est une égalité tensorielle, elle est donc valable dans tout autre référentiel.

Hobson en donne une démo différente et plus concise [p. 161], en un point P oli 'on se place dans le référentiel
inertiel,

DeRabcd = 88Rabcd = aeacrabd - 8eadl—‘abc

Avec les permutations circulaires sur ¢, d et e, on trouve le résultat recherché.
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6.7 Tenseur de Ricci, courbure scalaire et tenseur d'Einstein G,

On appelle tenseur de Ricci le tenseur défini par
R,, = R°

pro

et la courbure scalaire la quantité
R=R;

En contractant I’équation de Bianchi (3.22) sur les indices u et «, on montre que

1
(RW - 29’“’R> =0 (3.23)
o7

)

Ce terme de divergence nulle de ’équation précédente est appelé tenseur d’Einstein,
GH = RM _ lguuR
o 2

Démonstration : ’équation (3.22) se réécrit

R”mﬂ;p + R“upa;/a + R“Vﬁp;a =0 (3.24)
on contracte une premiere fois sur y et 3,
B oo + B ypasu + BYyppa =0 (3.25)

on utilise I’antisymétrie de R dans le dernier terme puis la définition de R,g,

Ryayp +R", 0.y — Rupa =0 ou R", +R", —R, =0 (3.26)
On contracte sur v et p
R, + Ry — Ra =0 (3.27)
les antisymétries dans le terme du milieu indiquent que
R" oy =R 0 = R (3.28)
et donc
2RY,, —Ro=0 ou 2R" —g¢"“R, =0 (3.29)
6.8 Exemples

Calcul de ce tenseur pour un espace plat en coordonnées cartésiennes et en coordonnées polaires, on part de
ds® = dr? + r?db? (3.30)

On a vu dans le paragraphe 2.4 que

(1 0 i 1 0
gij—<0 TQ) et g _<O 1/7"2) (3.31)

1
Fara = Fe@r = P 1—‘9” = Fe@o =0 (3.32)

Frrr = FTGT = FTTQ = 07 T09 =T (333)
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ce qui donne pour seules dérivées non nulles

1 T
Fer@,r = Fe@r,r = _7,72 et T’ 06,r — -1 (334)
ce qui conduit &
Rij. = Rijg = Rl;, = Rijp = 0 (3.35)
Calcul similaire pour la sphere 2D, on part de
ds* = R*d6? + R? sin® 0dp? (3.36)
ce qui donne
R? 0 y 1 /1 0
U i
9ij ( 0 RZsin’ 9) IR <o 1/sin? 9) (3:37)
et 0
¢ _ ¢ _ CO8 ¢ _ b _
F%—Fw—m, Py =T4s =0 (3.38)
Ify=T%y =T5,=0, T%,=—sin6 cosf (3.39)
et les dérivées non nulles 1
re, , =r% =———T9 ,=sin?0 — cos® 0 3.40
06,0 30,0 sinZg’ ¢00 s cos ( )

7 La déviation des géodésiques
8 Le principe de covariance

9 Exemples

9.1 Référentiel en rotation

9.2 Référentiel uniformément accéléré
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4. Equations d’Einstein

1 Introduction

Nous avons vu comment prendre en compte les effets de la courbure dans les équations de la physique. 11
reste maintenant a écrire les équations qui déterminent cette courbure. Il ne sera pas question de démontrer ces
équations, pas plus qu’on ne peut démontrer les équations de Newton. La validité des équations reposera sur
leur cohérence théorique et la comparaison de leurs prédictions avec les expériences. Il y a beaucoup de choix a
priori possibles, la relativité générale constitue I’'un d’entre eux. Nous allons nous laisser guider par la physique
newtonienne, qui doit constituer la limite non relativiste des équations de la relativité.

En mécanique newtonienne, le champ gravitationnel est déterminé par 1’équation
AD = 47Gp(7) (4.1)

ol p désigne la masse volumique. On a vu aussi que ® s’identifiait & (goo — 1)c?/2 dans la limite newtonienne.
Il semble donc naturel de chercher une équation relativiste reliant des tenseurs faisant intervenir des dérivées
secondes de g. Nous allons voir que 1’on doit alors faire intervenir la courbure.

On peut remarquer que la densité volumique d’énergie p n’est pas un scalaire. Elle se transforme en +2p
lorsque 'on passe d’une situation au repos a un boost (en effet, au cours d’une transformation de Lorentz,
les énergies se transforment selon E — vE et les volumes selon V' — V/v). Cest la marque que c’est une
composante 00 d’un tenseur de rang 2 (pour la densité volumique de charge, on trouve vp).

2 Le tenseur énergie-impulsion

En relativité restreinte, on peut exprimer la conservation de la quantité de mouvement et de 1’énergie sous
b
une forme tensorielle, en écrivant
wr _
T+, =0

ou TH" désigne un tenseur de rang 2, dont I’expression dépend du systeme physique considéré.

2.1 Une particule

La quantité de mouvement et 1’énergie sont des composantes du quadri-vecteur quantité de mouvement p*.
La densité de courant de p* est représentée par le tenseur énergie-impulsion, qui s’écrit pour une particule
ponctuelle localisée en Zy(t),

yIe %
T (&) = P26 — (1))

33
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2.2 Fluide parfait

Pour un fluide parfait, on a
THY — (p —‘,—p/CQ)u‘uu” _pg/u/

ou p désigne la pression et p la densité volumique d’énergie. Cette expression est particulierement utile en
cosmologie.

2.3 Electromagnétisme
Pour le champ électromagnétique,

1
T = FUF™ = 2" FogF*? ot FM = 94 AY — 9" A"

3 Les équations d’Einstein

3.1 Enoncé

La relativité générale est basée sur le principe

1
G = KT"" ou RMV =K (T;u/ - 2guuT/}\>

ou K désigne une constante fondamentale. Pour obtenir la seconde équation a partir de la premiére, on utilise

G", = —R. On détermine la constante K en examinant la composante 00 de cette équation dans la limite
non-relativiste,
1
Rop = KK (Too - 2900T> (4.2)

Dans la limite des champs statiques et faibles, on pose g,, = 1, + hyw. Un seul terme contribue a Ry, il s’écrit
Roo = R%gq = a0 = M00,a + O(h%) = =T

Or, dans la limite des champs statiques faibles, on a
i L i
ik =" (heje + hew g = hjke)

soit pour la composante 00,

. 1 . 1.

7 il 7
=——n"h = —6/h

00 277 00,¢ 5%t 00,2

et donc
1

1
ROO = —§Ah00 ~ —;A(I)

Par ailleurs, avec TH = (p+p/c?)utu” —pgh”, on a Tyg =~ pc? dans la limite non relativiste, car p ~ p(v?)/3
et donc p/c? ~ p(v/c)? < p. On a aussi T ~ pc? pour la méme raison (u! < u), ce qui donne

1 K
—AD = ——pc?
c? 2"
L’équation de Poisson s’écrit A® = 47Gp, et I'on trouve que K = —87G/c* ou G désigne la constante de

Newton.



3 — Les équations d’Finstein 35

On peut alors réécrire les équations d’Einstein sous la forme

1 81G 81G 1
Ry — §gﬂuR = _CTTIW et |Ry =——1 <Tw - ZQWTAA> (4.3)

Résumé des équations, c’est non linéaire et en général tres compliqué a résoudre. Bien noter qu’il y a du g,
dans T}, ! Tres peu de solutions analytiques.

3.2 Equations dans le vide

Nous allons principalement chercher des solutions de ces équations a I'extérieur des sources de gravitation,
c’est-a-dire dans des régions ou T"” = 0. On a alors

Ry, =0 (4.4)

On peut remarquer qu’en dimension 2, 3 ou 4, cette écriture représente respectivement 3, 6 et 10 équations,
alors que le tenseur de Riemann possede 1, 6 et 20 composantes. En dimension 2 ou 3, la nullité du tenseur de

Ricci R, impose celle du tenseur de Riemann R)‘lwa : il n’y a pas de champ gravitationnel dans le vide!

Remarque sur la topologie, cf cordes cosmiques autour desquelles la métrique est plate mais il y a un déficit
d’angle, ce qui donne a I’ensemble la topologie d’un cone. La courbure est en fait localisée a la pointe. On a un
effet du type Bohm-Aharanov, cette courbure localisée affecte la physique des objets qui se propagent dans des
régions ou le champ gravitationnel est nul.

3.3 Constante cosmologique

On peut ajouter un terme proportionnel & g"” au terme de gauche (ou de droite), car
9", =0

On le montre en se plagant dans un référentiel inertiel, ou

n*, = 0.
Les équations d’Einstein s’écrivent alors
1
Ry — ig;wR + Agpy = —87GT (4.5)
Cette équation peut aussi se mettre sous la forme
1 AL
RHV — igHVR = —87TG THV + %g (46)

ce qui signifie qu’il est impossible de distinguer entre une modification de la structure fondamentale des lois de
la gravitation (terme A dans le membre de gauche) et une source de champ gravitationnel nouvelle (terme A
dans le membre de droite).

L’effet de A se traduit sur les équations newtoniennes par
A¢ = 4nGp — Ac?
et

20
VD = g, %ﬁ

Discuter 'histoire de cette notion, 'importance en cosmologie et le lien avec la pression négative.
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4 Solution cosmologique

Le cas le plus simple est celui que I'on rencontre en cosmologie, oti 'univers est supposé homogene et isotrope
(principe cosmologique). Ces symétries permettent de résoudre le probléeme, cf cours de cosmo. Donner la valeur
numérique en J/m?3.

5 La solution de Schwarzschild

5.1 Meétrique d'un espace statique invariant par rotation
[Weinberg] Pour étre invariante par rotation, la partie spatiale de la métrique ne doit dépendre que de
r2 =77, 7 dif et dF - dF. Du coup,
ds® = F(r)dt? — 2E(r)dt 7 - di — D(r)(7¥ - di")* — C(r)dF - dF (4.7)
En coordonnées sphériques, dans la base (i, iy, i), on peut écrire

T dr
7=10 et dr = rdf
0 rsin 6 do

et donc
For=r? F-dif=rdr et di-di = (dr)®+ (rdf)* + (rsinfde)?

L’expression de ds? se réécrit alors
ds* = F(r)dt* — 2rE(r)dt dr — r>D(r)dr?* — C(r)(dr?® + rd6* + r? sin® 0d¢?) (4.8)

En posant t = t’ + ®(r) avec &’ = rE/F, on peut éliminer le terme en dr/dt. En redéfinissant le rayon en
VCr — r, on arrive & la métrique isotrope sous sa forme standard (ol ¢’ a été renoté t)

ds* = B(r)dt? — A(r)dr? — r?df* — r? sin® 0dp? (4.9)

Il faut bien noter que les variables ¢ et 7 n’ont aucune raison a priori de représenter le temps et le rayon. On
tire de cette expression les composantes du tenseur métrique

gt = B(T)v Grr = 7A(7”), goo = 77ﬂ2> 9o = 77’2 Sin2 0 (410)
ot 1 1 1 1
tt_ _ — o~ 09:77 PP _ _ 4.11
B(?”) ’ g A(?") I g T2 I g 7'2 Sin2 9 ( )
qui se mettent sous forme matricielle
! 0 0
B(r)
B(r) 0 0 0 0 0 0
0 —A(r) 0 0 » -
gMV = 0 0 _7"2 0 et gH - A(T) 1
0 0 0 —r2sin?¢ 0 0 -3 01
0 0 0 -
r2sin? 0

Les connexions affines sont obtenues d’apres la définition

89 6gy 89 v
Ap mp p _ YIu
g <8$” T oo T ar ) (4.12)
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Les composantes non nulles valent

oo tadd v rsin® . 1dB
TU2AdrT T A T A T T A
1
FfQ—FgT—;, Fg¢:—sin9c059
1 cos @
¢ _ 1o ¢ _ 1o _
Fro=Tor =10 Tos =To0 =5
Tt =1t = 1 @
tr " 2B(r) dr
ce qu’on peut écrire sous forme matricielle
0 B 00 B 0 0 0
Iw5_LB’OOO I‘T_LOA’ 0 0
w90 0 0 0f T 9 0 0 -—2r 0
0 0 00 0 0 0 —2rsin?g
0 0 0 0 0 O 0 0
e _ 0o 0 1/r 0 e — 0 0 0 1/r
v 0 1/r O 0 B 0 0 0 cosf/siné
0 0 0 —sinfcosf 0 1/r cosf/siné 0
Et pour finir, le tenseur de Ricci
_81";}/\_8FA

A A
Ry = oxV 5;; + FZAFWI - FZVFM

donne les composantes

B// 1B/ A/ BI Bl
R“:_2A+4A<A+B)_7~A
W _B 1B (&4 B\ A

™ 2B 4B\ A B rA

r (B A 1
=—1 | — = _
Ros +2A(B A)+A

R¢¢ = Rgg Sin2 0
Détail du calcul

Examinons en détail la composante R,... D’apres (4.17), elle s’écrit

—_ 1A A n A A
RT?“ - Fr)\,r - Frr,)\ + Fr)\Frn - FQTF)\V]

Prenons les quatre termes de cette somme, un par un :

I, =Tt +T%, +T2,,

AT rt,r

+ 17

T,

et il suffit d’aller lire les différents termes dans les matrices écrites plus haut, ce qui donne ici

FA B 2, ! + i’ ! + 1 / + 1 !
AT\ 2B 24 r r
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(4.13)

(4.14)
(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)
(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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ol les / désignent des dérivées par rapport a la variable 7. On calcule de méme

AN
A 9
Fr'f‘7)\ = Fir,t + F:T,T‘ + FT‘T,@ + Ff‘)’l‘,d) = (M)

Les deux autres termes de 1’équation (4.22) font intervenir chacun 16 termes, & cause de la double somme sur
n et A\. Décomposons I‘;’AI‘i‘n en explicitant la somme sur 7, par exemple,

FZ,\Fin =TLI), +T0I0 + TN + Ff,\r;\qb

T

B\ 2 A\ 2 1\ 2 1\ 2
n A _ [ 2 i _ _
= (35) () < () < ()

Et de méme, pour le dernier terme de I’équation (4.22),

A (B A 1 1
NI Iy e
T A 2A<2B+2A+r+r)

On montre ainsi que

En mettant tout ¢a ensemble, on trouve le résultat donné plus haut.

5.2 Détermination des fonctions A(r) et B(r)

Dans le vide, les équations d’Einstein prennent une forme d’apparence simple :

R, =0
ce qui donne ici quatre équations, en fait trois car celle en Rg4 est équivalente a celle en Rgg. On remarque que
rARy + rBR,, = —B' — A;lB =0
soit B

ou encore AB'+ A’'B = 0 soit (AB)’ = 0, ce qui indique que la fonction AB est une constante. Lorsque r — oo,
cette grandeur vaut c?, et donc

A=<
B
On remarque que l'on a alors A’/A + B’/b = 0 et les composantes de la courbure se réécrivent alors
B// B/
Ry=—=+4+—75=0 4.23
2B * r ( )
rd’ 1
- _1— — = 4.24
Rog =70 (4.24)
La résolution de n’importe laquelle de ces deux équations conduit au méme résultat :
1 a
A(r) = Bir)=c(1-2) 4.25
(r) 1—a/r (r)=c r ( )

ol a désigne une constante d’intégration.
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Démonstration

On peut partir de (4.23) et la multiplier par 272 B pour obtenir
rB" +2rB' =0
On reconnait dans le terme de gauche la dérivée de 2B’ et on a donc
r*B' =k
ou k; désigne une constante d’intégration, ce qui permet de trouver

k
B@):b4~%

ou ko en désigne une seconde. Pour que la métrique tende vers la métrique plate lorsque r — oo, il faut que
ko = 2 et donc

mmzéﬁf% et A(r)=—

r

ol a = kic?, ce qui est le résultat annoncé.

On pouvait aussi partir de (4.24) : équation sur A se réécrit

—ﬁ—n4+A:OSm;%é:—ﬁ+A:fAM—D
T

et donc A p
i
__ 4.2

A(A-1) 7 (4.26)
or

111

AA-1) A-1 A

et donc

dA dA dA

AA-1) A-1 A

[ [ (52

En intégrant 1’égalité (4.26), on arrive donc a

ce qui s’integre en

A-1

In =k—Inr

ce qui conduit au résultat, puisque en posant a = e,

A—l_g
A r
A—1=arA
Al—ar)=1
1
A:
1—a/r

ce qui est bien aussi le résultat énoncé plus haut.
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On arrive donc a la métrique de Schwarzschild
a ay 1 ) 2
ds® = ¢? (1 — 7) dt? — (1 — 7> dr? — r2d6? — r?sin® 0d¢
r T

Pour que goo tende dans la limite newtonienne vers (1 + 2®/c?), il faut que a = 2GM/c?, soit

2GM 2GM\
ds* = ¢* (1 - f; ) dt* — <1 - fc2 > dr® — r2df* — 12 sin” Odg? (4.27)

Cette équation va jouer un role extrémement important dans la suite. Le rayon a est appelé rayon de Schwarz-
schild, il ne dépend que de la masse M et vaut numériquement

a= 2GM = 2,97 km X %
62 M@

Discuter les singularités en 7 =0 et 7 = a.
Exercice : tout refaire en dimension 2+1

Remarque : le ggg semble donné par la méme expression que ce qu’on obtenu précédemment dans la limite
des champs faibles, c’est-a-dire par le potentiel newtonien. Ce n’est pas le cas, car le r qui intervient n’est qu’une
coordonnée radiale, ce n’est pas une distance!

5.3 Autres formes de la métrique

Les quantités t, r, 0 et ¢ qui interviennent dans cette métrique sont des coordonnées qui n’ont pas forcément
de signification physique nette (on a fait plusieurs changements de variables compliqués pour arriver & cette
forme). D’autres coordonnées donnent d’autres formes, par exemple, en posant

_ < GM>
r=1+—)1r
2r

on arrive a la forme dite isotrope

1 - GM/27\? GMN\* .
2 _ 2 =2 | =2 2 2 2
ds® = (1+G /2r> dt <1+2T> [dF? + 7(df? + sin® 0 d¢?)]

5.4 Théoréme de Birkhoff

La géométrie de l'espace-temps dans le vide, dans un probleme a symétrie sphérique, est donnée par la
métrique de Schwarzschild, méme lorsque 'on n’impose pas 'invariance selon ¢t. Ceci indique notamment que
l’on ne peut pas détecter de facon gravitationnelle les pulsations radiales d’une distribution de masse. Ceci
indique aussi dans une sphere vide placée dans un Univers en expansion, avec une étoile au centre, la métrique
est celle de Schwarzschild, en particulier elle est statique.

[cf Rindler]

5.5 Géométrie de I'espace

[cf Rindler]
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Dans ce paragraphe, on suppose que r > a, c’est-a-dire qu’on ne s’intéresse pas a ce qui se passe au-dela
du rayon de Schwarzschild. La géométrie de la partie spatiale de I’espace-temps, pour une valeur fixée de la
coordonnée temporelle ¢, est décrite par

-1
a* = (1 - 2012\4 ) dr? + r2dp® + r? sin” dg?
rc

La distance radiale R est reliée a r par

R:/dﬂz/\/lcﬁdia/r>r

Lorsque r > a, on peut calculer la distance radiale entre deux points situés sur un méme rayon,

2 a a. 7y
R—/T1 d€~/<1+§) dr—(rg—rl)—i—ilna

En utilisant r &~ R pour le calcul du terme correctif, on trouve que la distance Terre-Soleil est plus longue de
15,94 km que dans un espace plat.

Le périmetre d’un cercle de rayon R est quant a lui donné par
27
C:/ rdp =2nmr < 2R
0

ce qui indique que la géométrie de ’espace n’est pas plate. On peut représenter des cercles de périmetre 27r
dont le rayon est supérieur a r en les plagant sur une surface courbe. Déterminons la forme de la surface de
révolution qui aurait la méme propriété géométrique. Sur la surface plongée dans ’espace tridimensionnel décrit
par les coordonnées cylindriques (r,z), on veut que les longueurs soient données par

dr?

2 _
dt l—a/r

Dans l'espace 3D dans lequel est plongé la surface, on sait par ailleurs que df?> = dr? + dz?, ce qui permet
d’écrire que

dr

Vrja—1

z:2a,/f—1 soit 2% = 4a(r — a)
a

dz =

et s’integre en

C’est un paraboloide de révolution.

6 Le principe de Mach

Lire Particle de Brans-Dicke! Cf aussi I'intro de Ciufolini & Wheeler.
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6.1 Le seau de Newton et le principe de Mach
6.2 L'origine de l'inertie en RG

6.3 Retour sur le seau de Newton

7 Le principe de moindre action

Les équations d’Einstein peuvent s’écrire sous forme lagrangienne, avec

S = / VRd*z

Les équations du mouvement peuvent elles aussi s’écrire sous une forme similaire avec

L = g, it

8 D’autres équations du champ gravitationnel

8.1 Des alternatives a la RG
On peut imaginer de nombreuses équations déterminant la courbure de ’espace-temps. Du moment que
celles-ci fixent la métrique, le principe d’équivalence sera vérifié, et la théorie est en principe cohérente. On parle

alors de théorie métrique de la gravitation. La question de la validité d’une théorie métrique est expérimentale,
voir la suite.

8.2 Théorie scalaire de la gravité

[Hobson, Appendice 8A, p. 191]

8.3 La gravitation selon Brans-Dicke (1961)

[Hobson, Appendice 8A ; Weinberg]

8.4 TeVeS

Des théories plus complexes ont aussi été proposées, par exemple pour fournir un support théoriques aux pro-
positions du type MOND (Modified Newtonian Dynamics), une théorie appelée TeVeS (pour Tenseur-Vecteur-
Scalaire) est actuellement étudiée et mise & 1’épreuve des observations.

8.5 Termes plus élevés en puissances du tenseur de courbure R
8.6 Torsion

8.7 Les paramétres post-newtoniens

Développement de la métrique en puissances de GM /r.
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9 Autres métriques

On peut reprendre les calculs qui précedent en relachant les hypotheses, pour obtenir la métrique autour
d’une masse en rotation (métrique de Kerr), autour d’une corde cosmique (invariance par rotation autour de
laxe z et par translation de long de z).
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5. Mouvements relativistes et tests
expérimentaux

On va écrire les lois du mouvement dans la métrique de Schwarzschild, et les appliquer pour étudier plusieurs
systemes. D’une part, I’étude de la trajectoire d’un corps massif autour du Soleil fournit un premier test de
la relativité générale. D’autre part, I’étude de la propagation de la lumiere, ou plus généralement des ondes
électromagnétiques, s’applique a plusieurs situations physiques intéressantes.

1 Des équations des géodésiques aux équations du mouvement

1.1 Parameétre affine

Il y a une subtilité dans ’équation des géodésiques, elle n’est valable sous cette forme que pour certains
parametres « appelés parametres affines. Dans le cas d’un corps massif, on a vu au premier chapitre que
I’équation des géodésiques découle du principe d’équivalence avec ¢ = 7. Si l'on effectue un reparamétrage
7 — o de la courbe, on s’apercoit que I’équation des géodésiques ne garde cette forme que si ¢ = a7 + b. Pour
un corps de masse nulle, la question se pose différemment, car on ne peut pas utiliser le temps propre pour
paramétrer la courbe car il n’y a pas de référentiel dans lequel la particule est au repos, ni 'intervalle ds, celui-ci
étant constant au cours du mouvement. On peut montrer que I’équation des géodésiques reste valable pour
certaines paramétrisations, que I'on appelle parametre affine.

Une géodésique est définie par le fait que le vecteur tangent a la trajectoire est transporté parallelement, au
cours de la trajectoire, c’est-a-dire que

dr

@ _ p
o Mot

Le choix de parameétre tel que A(c) = 0 est appelé parametre affine.

1.2 Intégrales premieres du mouvement

Au chapitre précédent, on a calculé les Fﬁy pour la métrique de Schwarzschild, ce qui permet d’obtenir les
équations du mouvement a partir de I’équation des géodésiques

d2a? x datdx”
do W odo do

45
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On obtient quatre équations, une pour chaque indice A, soit en notant avec des points les dérivées par rapport
ao,

. B .
i+ St =0
A, 1, rsin®f . B’ .
.. 4. _702_ 2 7t2:0
TtoAT T a 1 Yt
b=..

(5—1— 27*q5+2cotan9¢59 =0
r

Par symétrie, tout corps lancé dans une direction donnée continuera son mouvement dans le plan défini par
Porigine (ou est centrée la masse responsable de la courbure) et la vitesse initiale. On décide d’orienter les axes
du repere choisi pour que ce mouvement se fasse dans le plan équatorial § = 7/2, ce qui simplifie les équations
en

. B .
i+ it =0
A 12 =
Fpage 0 B

2A A 2A
. 9.
b+ i =0
T

Ces équations peuvent s’intégrer pour fournir des relations entre les dérivées premieres. Elles sont équivalentes

a
. . d . : a\ -
Bt+B7t=0 soit = [Bi] =0 et donc ou (1 - 7> t=k
a T
ou 'on a introduit le facteur ¢? pour simplifier les notations ultérieures. D’autre part, on montre aussi que

h? k2
— =k 1
7.2 B (5 )

ot 'on a noté h le moment cinétique du systéme étudié (lorsque r — oo, les variables r et ¢ se confondent avec
le rayon et l'angle azimutal, et h a bien cette signification physique). On a utilisé la définition de h dans la
premiere équation.

Ar? +

La constante k' qui figure dans I’équation (5.1) peut étre déterminée en remarquant que les coordonnées
obéissent a la relation
ds?® = Gtz

e ds
= (2)

Or on peut choisir ¢ = 7 = s/c? pour les particules massives, et on a ds = 0 pour les particules sans masse, ce
qui donne

soit

2

G E" = { 0

Cette relation s’écrit )
c

0 (5.2)

B2 — Ar? — 1262 —rzsin20(ﬁ2 = {

La constante k' est égale & —c? pour des particules massives et 0 pour des particules de masse nulle. L’équation

5.1 s’écrit donc B2 R2eA 2
. c -
a1 )



1 — Des équations des géodésiques aux équations du mouvement 47

soit en divisant par A et en remarquant que AB = c?,

2GM\ h? —? 1 2GM/r
.9 2.2
re 4+ <1 — 7’62 ) 7‘72 — k c = { O (54)

Remarque : en mécanique newtonienne, la conservation de I’énergie pour une particule de masse m s’écrit

1 5 GMm . 5 2GM
—mv® — ——— =cte soit v — —— = cte
r r

2

Or, ¥ = r,, soit ¥ = ril, + T'd’)ﬁqﬁ et
a=(i=rd?)a + (26 + ré) o

Si la force est radiale, la seconde parenthése est nulle, ce qui indique que 2¢ = h. On a alors

. h2
1)2:7:'2+T2¢2:7;2+72
r

et donc
5 h? 2GM
4+ < - —— =cte
r r
L’équation de conservation de ’énergie possede de fortes similitudes avec I’équation obtenue plus haut sur r. Le
terme h2/r? correspond & un terme centrifuge.

1.3 Interprétation des constantes k et h

Les constantes k et h sont des intégrales premieres du mouvement. Comme en mécanique classique, on les
appelle respectivement 1’énergie et le moment cinétique. On pourrait montrer, par une approche lagrangienne,
que ce sont bien les quantités associés a 'invariance par translation dans le temps et par rotation, via le théoreme
de Noether.

On peut remarquer que lorsque la particule peut se trouver dans des régions situées a linfini, la ou la
métrique est plate et ou les coordonnées ont bien le sens physique usuel, on trouve
dt
2k
do
Or, loin du corps attracteur, le parametre affine peut étre choisi comme o = 7 pour un corps massif, c’est-a-dire

k =dt/dr = v = E/mc?. C’est I'énergie rapportée & I’énergie de masse. C’est aussi le facteur de Lorentz, lorsque
la particule atteint l'infini (si elle 'atteint, c’est-a-dire pour les trajectoires non liées).

1.4 Trajectoire dans le cas ou h # 0

Dans ’équation 5.4, on utilise, si h # 0,

._Gry hadr
"TW? TR
ce qui donne
h2 [(dr\® h? 2GM —2 +2GM/r
A el Z (1= — k22 = .
T4<d¢>+7“2< 7"62) we {0 (55)

On pose u = 1/7‘, on remplace et on dérive par rapport a ¢, on trouve
du GM , ( GM/K?

C’est une des formules de Binet, avec le terme 3GMu?/c? supplémentaire par rapport au cas newtonien.
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2 Précession du périhélie des planétes

2.1 Calcul

Le calcul sera effectué en TD. On trouve pour une révolution,

6mGM

Ag = R(1 —e?)c?

ol R désigne le demi-grand axe de 'ellipse et e D’ellipticité. Pour une trajectoire presque circulaire de rayon R,
A¢ ~ 3ma/R.

2.2 Discussion

Pour Mercure, a = 5,9 x 10'°m, e = 0,2 et la période vaut 88 jours. On obtient A¢ = 43" par siecle.

L’avance du périhélie de Mercure a été découverte en 1859 par Urbain Le Verrier (1811-1877), découvreur
de Neptune.

Résultats et discussion. Une difficulté se présente lorsque 1’on veut comparer cette valeur a la valeur observée,
d’autres facteurs contribuent & cette avance du périhélie. La valeur observée vaut environ 5599,7”, dont la
majeure contribution (5026”) vient du mouvement du point vernal, utilisé comme référence pour repérer le
mouvement des astres, et la la principale partie du reste (531”) s’explique par les perturbations dues aux autres
planetes et par 'aplatissement du Soleil. [Eléments historiques dans le cas de Mercure]. On a longtemps supposé
que les 43 secondes d’arc de différence entre la valeur mesurée et la valeur calculée pouvaient indiquer la présence
de corps perturbateurs & l'intérieur de l'orbite de Mercure. En fait non, c’est un effet relativiste.

Pour d’autres corps, 8,6 pour Vénus, 3,8 pour la Terre, 10,3 pour Icarus.

3 La déviation de la lumiere — I’expérience d’Eddington (1919)

3.1 Calcul

On considere un rayon lumineux qui se propage dans une métrique de Schwarzschild, son mouvement obéit
a I’équation
d*u _,GM ,
W +u= SC—Zu
Lorsque les distances en jeu sont grandes devant le rayon de Schwarzschild, on peut considérer que GM /rc? est
un petit parametre et traiter le probleme de facon perturbative. On pose

u(¢) = w©® M

ott uM /u®) ~ GM/rc? < 1. En injectant dans I’équation, et en conservant les termes d’un ordre donné, on
arrive a ) () 0 ()
o =g o U w230

(0)2
b2 g2 2 W)

c’est-a-dire
1) = bsin 10}

ou 1/b = rg désigne la distance de moindre approche, aussi appelée parametre d’impact (r est minimal quand
sin ¢ est maximal, soit pour u(®) = b). Le choix de la seconde constante d’intégration (¢g) correspond & une
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variable angulaire ¢ qui vaut 0 dans la direction incidente (r — —oo soit u — 0). Cette équation décrit une
droite passant & la distance 1/b de la source. La seconde équation donne

Aot 3GM

2
Tﬁ—FU —7%78111(]5

On trouve facilement une solution particuliere (la solution sans second membre est de la méme forme que u(%)),

L) _ 3GM (

= 5,22
2rgce

1
1+ 3 cos 2(15)

et donc

3GM 1
u(¢) ~ bsing + T%Cz <1 + 3 €08 2¢>>
La demi-déviation est obtenue en calculant la valeur pour laquelle u = 0, ce qui donne dans la limite des petites
déviations (sin¢ ~ ¢ et cos(2¢) ~ 1),

Ap_ AGM _2a

roc2 ro

ce qui donne pour le Soleil une déviation totale de 1,75” lorsque la distance d’approche est la plus petite possible,
c’est-a-dire rp = Rg.

On rappelle que a ~ 3 km, Rg ~ 700000 km et Rrs ~ 150 x 10%km =~ 200R.

Remarque, la déviation & 90° du Soleil est encore de I'ordre de 4 millisecondes d’arc (attention, on n’est plus
dans la limite des petits angles).

3.2 Expérience d'Eddington

La déviation des rayons lumineux par le champ gravitationnel du Soleil fut mise en évidence par Arthur
Eddington. Il observa ’éclipse de Soleil du 29 mai 1919 depuis l'ile de Principe (au large du Gabon), et photo-
graphia la position des étoiles proches du Soleil dans le ciel. La comparaison de la position de ces étoiles avec des
photographies prises en ’absence du Soleil lui permit de mettre en évidence un décalage de la position apparente
d’environ 1,7 seconde d’arc, en accord avec la prédiction de la théorie d’Einstein. Cette mesure, dont la validité
a été mise en doute du fait des grandes incertitudes expérimentales, a depuis été reprise sous plusieurs formes
et accord avec la relativité générale a été confirmé avec une précision de l’ordre de 107%.

Remarque : leffet pourrait aussi étre di a de la réfraction par I’atmosphere du Soleil. Une maniere de
vérifier que ce n’est pas le cas et de tester ’achromaticité du phénomene, en observant dans plusieurs domaines
de fréquences différents.

3.3  Mesures modernes

On utilise des sources radio intenses, que 1'on peut voir le jour. On utilise aussi des relevés astrométriques
sur tout le ciel.

3.4 Les lentilles gravitationnelles

Description de 'effet, utilisation en astrophysique et en cosmologie, décalage temporel des images, mirages
gravitationnels, microlentilles gravitationnelles. Mesure du décalage temporel des images avec les quasars, mesure
des parametres cosmologiques.
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4 L’effet Shapiro — le retard de I’écho radar

4.1 Calcul

On écrit I’équation du mouvement des photons,

-2 _a hj_22_
r+(1 7‘)7"2 k2 =0 (5.7)

on 'exprime en fonction de dr/dt, en utilisant la relation

7;_ﬁ'_@ k
Cdt dt1—2GM/rc?
ce qui donne
ar\? K h?
—) st (1—=) & — k=0 5.8
(dt) (1711/1")2—'—( 7’) r2 (5:8)

On élimine les constantes h et k en introduisant 7, la distance & laquelle dr/dt = 0, donnée par

h2
(1 - ) W e
To ’I“O

ce qui permet d’écrire ’expression précédente sous la forme

2 32 - 2 2 2
dr gim%l_%)i_ TR L
dt ) r5c? (1—a/r)? r/) r? ro) 8

et donc en simplifiant par h/r3,

L) 9 (2)

soit
(4 <52y e h
soit
r rg(1—a/r) \7V?
dth(lClcz/ﬂx{l_M} o

Or, les quantités a/r et a/rg sont petites, on va les traiter comme des infiniment petits du premier ordre,

dt ~ dZ (1 + ) { - :—0 (1 - (i - :()))}1/2 (5.11)

dr a r? —r2 rérg— 7 -1/
dt ~ c (1 * ;) { 2 T2 T } (5.12)
dr r2 7"0 —r)
dt~ 2 (1 0 5.13
c + \/77« 2rr0 — TO)} ( )

dr
2 _

r a
dt % ——— 1 5.14
cy/r2 — 1l r){ +a2rr+r0)} (5.14)
dt ~ ¢
,

:jr {1+ +(am} (5.15)

o1 7o)
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On trouve, apres intégration,

(2 =) a

r 4+ \/r2 —r2 a [r—ro
t = 1 0 “
(T’TO) + c " o ] 2c\ r+rp
En effet , 1
ar Chx’:(ln{x—i—x/aﬂ—l}) = —
(argeh z) N
et

[r—1\ 1
( x—f—l) :(x—i-l)\/m

On fait 'approximation r > rg et on calcule pour ’aller-retour entre la Terre et la planete.

2 4 AGM [ (4
At~ 22 {m ( ”;2> + 1] - {ln( Tlf) + 1}
C To C Ty

ou 1 désigne la distance entre le Soleil et la Terre, et ro celle entre le Soleil et la planéte dont on détecte I’écho.

Or, on a
1/2
AT = (1— 2G]\24> At =~ At
T1C

Le calcul donne donc bien le décalage mesuré, il vaut environ 220 us pour une onde qui se réfléchit sur la planete
Vénus, apres avoir rasé la surface du Soleil, c’est-a-dire avec 7o = Rg = 696000 km, 1 = 1 UA, r, = 0,72 UA
et GM/c® = 4,95 us.

4.2 Mesures

L’effet attendu, un retard de 'ordre de 200 us, correspond au temps mis par ’onde électromagnétique pour
parcourir une dizaine de kilometres. Or 1’écho recgu est la superposition des ondes réfléchies sur toute la surface
de la planete, dont les différentes parties sont situées a des distances relatives plus importantes. L’effet est
donc assez délicat a mesurer. Dans les années 1960, les astronomes de I’époque travaillaient d’arrache-pied pour
utiliser les ondes radio et son écho radar pour étudier la surface des planetes, en particulier celle de Vénus,
cachée sous un couche permanente de nuages opaques, et les techniques de traitement du signal permettant de
sonder au mieux la surface étaient déjd bien développées®. En 1961, & la faveur d’une conjonction inférieure
(distance minimale entre Vénus et la Terre), quatre télescopes terrestres parviennent a sonder la surface de
Vénus par radar.

Ce test relativiste fut proposé en 1964 par Shapiro, et Ueffet fut mesuré en 1968 (précision de 20 %) puis en
1971 (précision de 5 %), grace a I’écho d’un signal radar envoyé sur Mercure et Vénus. Il vaut alors quelques
centaines de microsecondes. Il a été ensuite été mesuré avec une précision plus grande grace a des transpondeurs
placés sur des sondes spatiales (Viking en 1979, précision de 0,1 %). Ainsi, la sonde Cassini a permis de confirmer
la valeur prédite par la relativité générale avec une précision de I'ordre de 107°.

5 Précession des gyroscopes

5.1 Effet Einstein—de Sitter

Transport parallele d’un vecteur S*,
ds*

dr

1. http://www.mentallandscape.com/v_radarmapping.htm

FTE SVuT =0
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On va supposer que le corps est en orbite circulaire dans le plan équatorial autour d’un corps de masse M,
c’est-a-dire que u” = 7 et u? = # sont nuls. On trouve

ﬁ + FtrtS’l"ut = 0
as”

r ¢,,P —

as _

dr
?+FT¢SU =0

La quadrivitesse s’écrit u* = u°(1,0,0,Q) avec Q = dp/dt = (GM/r3)}/? et u® = dt/dr = (1 — 3GM/r)~1/2.

Précession d’origine relativiste de I’axe de rotation d’un corps en orbite autour d’un objet massif. Lorsque
Porbite est circulaire de rayon r, la vitesse angulaire de précession est donnée par

R (W)3/2 e (ay

2r \ rc? 2r \r

Cet effet est aussi appelé précession géodésique ou précession géodétique et est tres semblable a la précession
de Thomas. Lorsque I'objet massif attracteur est lui-méme en rotation, une précession supplémentaire s’ajoute a
leffet Einstein-de Sitter. La précession géodésique fut prédite en 1916 par de Sitter, et vérifiée expérimentalement
en 1988 avec une précision de 'ordre du pourcent, grace a la mesure par télémétrie laser de I’évolution de ’axe
de rotation du systéme Terre-Lune autour du Soleil (I'effet est d’environ 2 secondes d’arc par siecle).

[& suivre]

5.2 L'effet Lense-Thirring

Entrainement des référentiels, explication a la Wheeler en faisant intervenir la contribution des masses dans
I’Univers au caractere inertiel d’un référentiel en un point donné.

5.3 La difficulté de la mesure terrestre

5.4 L'expérience Gravity Probe B

L’expérience Gravity Probe B devait mesurer 'effet Einstein-de Sitter et l'effet Lense-Thirring, grace a des
gyroscopes mis en orbite autour de la Terre (environ 6,6 secondes d’arc par an). Elle n’a pu mesurer que le
premier, mais avec une précision de 'ordre de 1 %.

6 Le pulsar 1913416

7 Utilisations de la RG

7.1 Le Global Positionning System (GPS)

7.2 L'expérience GRACE



6. Les trous noirs

Nous avons étudié les écarts de la métrique de Schwarzschild par rapport a la métrique de Minkowski, dans
des situations ol ces écarts sont faibles. Ce chapitre va s’intéresser a quelques aspects extrémes de la métrique
de Schwarzschild, qui se manifestent surtout lorsque ’on s’approche du rayon de Schwarzschild a, ce qui n’est
possible que pour des objets compacts, des étoiles a neutrons ou mieux encore, des objets dont la masse est
située en-dega de a, c’est-a-dire des trous noirs.

1 Le trou noir classique

Nous allons commencer par nous intéresser & quelques trajectoires simples (radiales et circulaires) dans la
métrique de Schwarzschild. L’équation du mouvement est donnée par (5.4), en notant a = 2GM/c? le rayon de

Schwarzschild,
.9 _a ]ﬁ_ 20 [ = +a?/r=—-c2(1—a/r)
r—i—(l r)r2 kc-{o (6.1)
et la trajectoire par (5.6)
d*u 9 ac?/2h?
$+u:§au +{0 (62)

On se souviendra aussi que

1.1 Premieres remarques

Singularité de la métrique en r = a. Toutefois, les tenseurs de courbure sont réguliers a cet endroit.

Un corps ne peut pas rester immobile pour r < a. En-deca de a, les roles de ¢ et r sont inversés dans la
métrique.

On définit la compacité d’un objet de rayon R comme a/R = 2G M /Rc?. Lorsque ce parametre devient égal
a 1, Pobjet est contenu dans son rayon de Schwarzschild, ¢’est un trou noir. Attention, ce n’est pas la densité
qui importe. Un objet trés peu dense peu étre un trou noir s’il est suffisamment grand. En effet, p = 3M /47 R?
et pour un trou noir, M = Rc?/2G, soit

2 2
pe 3 1 8%10"kg m~? x (R@>

~ 37GR2 R
3c8 Mo\ 2
= —18x10¥kg-m 3 (=2
P= 3oncinz ~ 0% & ( M

93
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On peut noter que la masse volumique moyenne d’un trou noir est inférieure a celle de 1’'eau des que M > 10° M.

1.2 Trajectoires radiales de particules massives

[Hobson 9.6 et 9.7]

Pour des particules massives, on a

2GM\ h? 2
7'~2+<1— ¢ )—k%Z:—c2+‘w (6.3)

rc? 72 r

Pour une trajectoire radiale, h = r2gi) =0, ce qui donne

2

P2 = (k2 - 1)+ 25 (6.4)
r
En dérivant par rapport a 7, on arrive a
.. ac? GM
r = —72712 = —7””2 (65)

C’est exactement la méme forme que 1’équation classique. Attention, ceci ne veut pas dire grand-chose en fait,
car la coordonnée r n’est pas le rayon classique, et car 7 n’est pas ’accélération physique mais la dérivée de la
coordonnée 1 par rapport au temps propre.

[calcul de r(7) pour un corps laché depuis l'infini avec une vitesse nulle]. On a k = 1 soit

;= —\/“? (6.6)
T ; (@_ @) (6.7)

ou l'on a choisi comme origine des temps r(7 = 0) = r. On voit que lorigine (r = 0) est atteinte en un temps
propre fini.

ce qui se résoud en

[calcul de I’équation du mouvement dans le plan des coordonnées (r,t)] On écrit

dr 7 ac? a a (r—a)
a_r_ —(1—7):—0 a
dt t r T r T
soit 3/2
egr = _drlr/a)’”
r/a—1

On a besoin de calculer une intégrale de la forme

I:/x3/2da:
r—1

ce qui se fait bien, par exemple en effectuant le changement de variables v = 1/,
2utd
- / u* du
u?—1

20t 2w -1)(u+1)+2
uz—1 uZ —1

En écrivant I'intégrand sous la forme
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En se souvenant de la primitive

1/ 1 ' 1
(argthx) = 3 (ln + a:)

I—z)  1—22
On trouve
E(E) 2 )
N <\/77a+1> <m1>‘ (6.8)
¢ J\Vrfa=1) \Vrofa+1
ou encore t:7+4€2M <\/§\/Z>+2G;M1n (\/\/Z:Zji) (%;1) (6.9)

Lorsque r > a et g > a, on retrouve le cas newtonien.
[tracé de ces trajectoires dans le plan (r,t)]

[calcul de la vitesse dr’/dt’ & la traversée de a, pour un observateur stationnaire & la coordonnée 7]

—1/2 1/2
dr' = (1—9) dr et df = (1—9) dt

T r

et donc

rrie

dfr’ B (1 a)—l dr a
dt’ T T

1.3 Trajectoires circulaires de particules massives

[Hobson 9.8]

On calcule
2 ac’r? ot k= 1—a/r
- 2r—3a (1 —3a/2r)1/?

On s’apercoit que l'on ne peut pas avoir r < 3a/2. Il existe un rayon minimal en-deca duquel les orbites ne
peuvent pas étre circulaires.

[Calcul des orbites liées, pour lesquelles k < 1, c’est-a-dire E < mqc?]

En posant = a/r, la relation k < 1 se traduit par

(1—x)2<1—3§

soit, apres calcul, © < 1/2 ou r > 2a.

[loi des aires, calcul]

. 2
dp\?>  (é\  »? a2
@ (2) -0

ce qui donne, en remplagant h et k par leurs expressions,

dp\*>  GM
(&) -
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FIGURE 6.1: Potentiel effectif Veg en fonction de 7 = r/a, pour plusieurs valeurs de h = h/ca. La zone grisée, pour
r < 3a/2, correspond aux rayons pour lesquels il n’existe pas de trajectoire circulaire. La courbe pointillée
indique la position des extrema de Veg, correspondant aux positions des orbites circulaires.

[stabilité des orbites] On introduit le potentiel effectif, en écrivant I’équation du mouvement sous la forme

72 a\ b2 GM ¢
— 1—7)———:—162—1
2 + ( r/ 2r2 r 2 ( )
Ce qui, en posant
GM  h®> ah?
v, - _ oo
a(r) r 2r2 23
donne 5 )
7 c
=+ Ver(r) = - (* — 1
o+ Velr) = S (8 — 1)
Les orbites circulaires sont obtenues pour
dVeg 0
dr

et leur stabilité est déterminée par le signe de la dérivée seconde de Vg en ce point.

La dérivée de la partie « centrifuge » du potentiel s’annule pour r = 3GM /c?> = 3a/2 puis change de signe en-
dega, la force centrifuge devient centripete et contribue a déstabiliser la trajectoire. Ceci explique qu’il n’existe
pas de trajectoire circulaire avec des rayons plus petits.

La courbe de la figure 6.1 est obtenue en normalisant le rayon a a, en introduisant 7 = r/a,

2 h? 1 h? 1

Verl) = ~57 ¥ 327 ~ 200
soit encore, en notant h= h/ac,
1., 1 A R?
@Vl = "5zt 5m ~ o

La courbe pointillée indique la position des extrema de Vg, correspondant aux positions des orbites circulaires.
Ces orbites sont instables pour les maxima (& gauche du minimum de la courbe pointillée, pour r < 3a) et sont
stables pour les minima (r > 3a).

On trouve que la derniére solution stable se trouve & r = 3a = 6GM/c>.
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Démonstration

En effet, . -
dVer _ 1 B2 3k
dr 2/ 73 2/

conduit a I’équation du second degré sur 7,

=0

72 — 2h%F + 3h% =0

dont le discriminant A = 4h* — 12h2 n’est positif que si A2 > 3. Les solutions s’écrivent

2+1/h2—3h

>

’F:

soit 7 = 3 quand h? = 3.

1.4 Trajectoires radiales de particules sans masse

On reprend le méme type de calcul, en partant cette fois de

2
.9 a\ h 2.2
r+(1f;)r—27kc—() (6.10)
Pour une trajectoire radiale, on a h = 0 soit
2 .
72 = k2 = ¢ (1 - 9) 2 (6.11)
r
soit a
;= +c (1 - f) i (6.12)
r
ou
dr a
o=xe(1-2) 6.13
dt ¢ r ( )
On integre en écrivant
cdt— £ :i{l—i— e }dr
1—a/r r—a r—a

et donc ,
:I:ct:r+aln‘f 71‘
a

ou le signe + détermine s’il s’agit d’un photon qui se rapproche ou qui s’éloigne de la source du champ gravita-
tionnel.

1.5 Trajectoires circulaires de particules sans masse

On a vu que

soit pour une trajectoire circulaire

o 3e (6.14)
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o‘&’»
(
N

FIGURE 6.2: Discuter la fermeture des cones de lumiere.

Ce n’est pas étonnant du tout, nous avons vu que dans le cas des particules massives, c’est le rayon auquel la
force centrifuge s’annule. Comme ce rayon ne dépend pas de la masse de la particule considérée, cette propriété
reste vraie dans la limite m — 0, c’est-a-dire pour les particules sans masse.

Pour étudier la stabilité de cette trajectoire circulaire, on reprend 1’équation 5.4,

ay h?
7;24-(1—7)—2:1@202
T T

ou encore

72 +<1 a) 1 k2P

h? r/ 2 h2
On peut éliminer la dépendance en h dans I’équation du mouvement, par une reparamétrisation de la trajectoire,
o — ho. On trouve alors

. 1 a
72+ Vog(r) = cte‘ avec |Veg = = (1 - ;) (6.15)
Ce potentiel est maximal pour
3a 3GM | 4
T = ? = 02 ou ‘/eff = W (616)

ce qui correspond bien au résultat déja obtenu. La dérivée seconde du potentiel est négative en ce point, la
trajectoire est donc instable.

2 L’horizon

2.1 Singularité et pseudo-singularité

Nous avons vu qu’au niveau de la surface définie par r = a, les coordonnées de Schwarzschild ont un
comportement singulier, alors que pour un observateur inertiel, cette surface ne représente rien de particulier
et sa traversée passe inapercue. Il s’agit d’'une pseudo-singularité, liée a un choix de coordonnées singulier. On
peut y remédier en adoptant d’autres coordonnées.
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Vet &

FIGURE 6.3: Potentiel effectif Veg en fonction de x = r/a. La zone grisée, pour r < a, correspond & l'intérieur du trou
noir. Le maximum de la courbe correspond & r = 3a/2.

2.2 Coordonnées d'Eddington-Finkelstein

Une premiere solution consiste a choisir une coordonnée qui est constante le long d’un rayon de lumiere.
Ainsi, on sait que c’est une coordonnée qui restera convenable partout ou se propage ce rayon. Un rayon entrant
est défini par

r
ct = —T—&ln‘* —1’ +p
a

ou a désigne le rayon de Schwarzschild. La quantité p est notre nouvelle coordonnée,
r
p:ct+r+aln’f 71’
a

soit i
dp = cdt + rar

r—a

On remplace le dt obtenu par cette expression dans la métrique de Schwarzschild, on trouve
a
ds? = (1 - 7) dp* — 2dpdr — r* (d6> + sin® 0 d¢?)
r
Cette métrique convient en particulier pour calculer les géodésiques radiales des rayons lumineux,

0= (1— 2)dp2—2dpdr

r
soit 2

dp (1 a) dp

dr r/ \dr
ce qui donne

d

@ _ 0 soit p=cte

dr
ou 1oy

2(1_9) = soit p:2r+2aln‘f—1‘+cte
r dr a

On préfere généralement définir
r
Ct/Ep—’I‘ZCt—FalH’*—l‘
a
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FIGURE 6.4: Coordonnées d’Eddington-Finkelstein entrantes et sortantes.

La métrique s’écrit alors

a . 2
5 Tdt’dr - (1 + ;) dr® — r? (d6? + sin® 0 d¢?)

2GM 2
ds? = ¢ (1 _ 2 ) ar'? — 2%
re

On peut faire la méme manip avec les photons sortants

ct’:ct—aln‘i—l‘
a

Ces coordonnées furent introduites en 1923 par Eddington (qui toute sa vie s’opposa farouchement & 1'idée
que instabilité des naines blanches puisse conduire & la formation d’un trou noir) puis redécouvertes en 1958
par Finkelstein.

2.3 Coordonnées de Kruskal

[Hobson]

En effectuant le changement de variable
fzr—l—aln‘f—l’
a

dans la métrique de Schwarzschild, on obtient la forme

2GM
ds> =(1-— ¢ Adt? — di?) — r2(7) (d? — sin? 0 dop? 6.17
2
rc

La métrique du sous espace (¢,7) se met sous la forme
ds® = O (z)n,,dat dz”

On dit que cette métrique est conformément plate. Les cones de lumiere sont alors délimités par des droites a 45°.
Toutefois, ces coordonnées sont singulieres, et Kruskal montra que ce probleme peut étre résolu en choisissant des
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coordonnées appropriées. Plutot que de donner brutalement ces coordonnées, on peut décomposer le changement

de variables qui y mene de la facon suivante

p=ct+r+alnlr/rs—1]|
g=ct—r—aln|r/rs —1]

puis
p = exp (pc? /AGM)
G = —exp (—qc®/AGM)
puis
{v=@+®ﬁ
u=(p—q)/2
qui revient globalement a
2 o (T .\ _r/26M _ utv
u _<2GM 1)6 et t=2GMIn p—
et donne
32G3 M3 . 9
ds® = —% P ( 2GM) (dv® — du®) — r* (d6? + sin® 0 d¢®)
‘LI
A
l’ l{
¥ c:r— 2;1

,/'Rmmw
——“—— infalling
. 2z 1 particle
]- e =
N S=0 w

\

ct=-2u
r=4u
F=3p

Extension maximale de la métrique de Schwarzschild
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2.4  Trous noirs en rotation
2.5 Trous noirs chargés

2.6 Le paradigme de la membrane

Lorsqu’un trou noir s’effondre, un observateur externe ne voit jamais la matiére qui le constitue traverser
I’horizon. Elle semble s’accumuler juste au-dessus de la surface de Schwarzschild. Dans les années 1980, Kip
S. Thorne, R. H. Price et D. A. Macdonald décrivent plusieurs propriétés des trous noirs en affectant a cette
surface (qu’ils appellent une membrane) plusieurs propriétés physiques, une élasticité mécanique, une résistivité
de surface /po/€p =~ 3772, une température, etc. Cette approche permet de décrire plusieurs phénomenes
(diffraction des ondes électromagnétiques, propriétés magnétiques) sans avoir a manipuler U'artillerie lourde de
la relativité générale.

3 Equation d’Oppenheimer et Volkoff

4 Les trous noirs en astrophysique et en cosmologie

Trous noirs stellaires — Accrétion — Trous noirs supermassifs — Preuves observationnelles — Trous noirs
primordiqu.

Pour commencer, signalons qu’il n’existe aucune contrainte a priori sur la masse M d’un trou noir. Le
rayon de Schwarzschild est inversement proportionnel a M, et pourvu que la masse M puisse étre concentrée
a l'intérieur de ce rayon, c’est un trou noir. Toutefois, on ne connait que quelques scénarios de formation des
trous noirs, qui donnent des objets de trois types, les trois noirs stellaires, les trous noirs supermassifs et les
trous noirs primordiaux.

4.1 Formation des trous noirs stellaires

La structure des étoiles de la séquence principale est due a I’équilibre entre ’action attractive de la gravitation
et laction répulsive des forces de pression. Dans les étoiles telles que le Soleil, la pression est d’origine thermique.
On peut calculer la pression qui régne au coeur du Soleil, connaissant sa masse et son rayon, et ’on trouve
p ~ 2x 106 Pa. Vu les densités en jeu, le milieu solaire peut étre décrit comme un gaz parfait, et la température
se calcule aisément, elle est de ordre de 107 K. Cette température peut persister pendant plusieurs milliards
d’années, malgré la perte radiative, grace aux réactions de fusion nucléaire qui ont lieu en son cceur.

Ces réactions transforment I’hydrogene en hélium, ce qui produit des photons (qui en se thermalisant avec
le milieu ambiant se comportent comme une source de chaleur) et des neutrinos. Une fois I’hydrogene épuisé,
ces réactions cessent, le milieu tend a se refroidir, la pression diminue, I’étoile se contracte, la densité augmente,
la température aussi, jusqu’a ce que la fusion de I’hélium puisse se produire. On a alors une géante rouge.

Selon la masse de ’étoile initiale, plusieurs scénarios peuvent se produire. Lorsque la masse est inférieure a
1,4 Mg, la pression de dégénérescence des électrons peut suffire a contrebalancer 'attraction gravitationnelle,
on obtient une naine blanche. Lorsqu’elle est plus grande, la pression de dégénérescence ne peut contenir 'ef-
fondrement de I’étoile une fois qu’elle a épuisé son combustible nucléaire. On peut alors obtenir une étoile a
neutrons [expliquer].

Les équations de la structure stellaire permettent de déterminer la valeur du potentiel gravitationnel a la
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CHANDRA X-RAY DSS OPTICAL NEAD RaDiOo
CONTINULM

surface des naines blanches, on trouve

GM  1me (p(0) 2/3
Re? 3my \ pe

si la densité centrale est suffisamment faible pour que le coeur soit non relativiste ou

GM  1me (p(0) 1/3
Rc? 3my \ pe

pour une naine blanche ultrarelativiste. On trouve alors que dans tous les cas,

GM )
ﬁ<4><10

NRAO RaDiO
(21-CcM)
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On en déduit deux choses. D’une part on peut s’affranchir de la relativité générale pour décrire ces objets, et
d’autre part les corrections dues & la RG ne sont pas ridiculement faibles, elles devraient étre observables. Elles

le sont en effet, par exemple dans le spectre d’émission de ces objets.

Pour une étoile a neutrons la situation est différente. C’est cette fois l'interaction forte qui s’oppose a
Peffondrement. & des densités élevées, I'interaction forte devient en effet répulsive. La pression de dégénérescence
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des neutrons contribue a la pression, mais ce n’est pas la contribution principale. Pour ces objets,

GM
Rc?

~0,1

Il faut donc de placer dans le cadre de la relativité générale pour étudier les étoiles a neutrons. On trouve qu’il
existe une masse limite au-dela de laquelle les étoiles a neutrons sont instables, c’est la limite de Oppenheimer-
Volkoff, et elle est de l'ordre de 1,5 a 3 M.

Des objets plus massifs s’effondrent nécessairement en trous noirs.

4.2  Accrétion et émission électromagnétique

4.3 Trous noirs supermassifs

On observe directement, au centre de plusieurs galaxie, I'influence gravitationnelle de trous noirs supermassifs
de quelques 10 M. On observe aussi de nombreux quasars, dont la modélisation théorique fait intervenir de
tels trous noirs. Ceux-ci se forment probablement en méme temps que les galaxies elles-mémes, mais on ne
dispose pas de scénario précis pour cette formation.

NACO May 2002 $2 Orbit around SgrA*
1994.32  1995.53

1992.23

1998.36
1999.47

00_3 1"
(2 light-days)

The Motion of a Star around the Central Black Hole in the Milky Way  pem

ESO PR Photo 23¢/02 (9 October 2002) ©European Southern Observatory [
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4.4  Preuves expérimentales

4.5 Trous noirs primordiaux

Transitions de phase dans I"Univers primordial. Leur existence est spéculative, et leurs propriété (nombre,
distribution de masse) dépend fortement des détails de la physique microscopique dans I’Univers primordial,
détails qu’a ce jour on connait tres mal.

5 Le trou noir quantique — Rayonnement de Hawking et évaporation
des trous noirs

5.1 Entropie des trous noirs

[Susskind, Nature] Le trou noir ne peut absorber que des photons de longueur d’onde plus petite que a. On
a donc, pour ’absorption d’un photon, au moins

Emin h he

oM ~ ~ — =
c? ac 2GM

Cette absorption correspond & I’augmentation de ’entropie d’une unité,

aM he . 2kpGM?  2a2kpc?
— =———— so0it S~ ~
dS  2GMkp hc Gh

L’entropie est proportionnelle & ’aire. Bekenstein a montré en 1973 qu’en effet,

- kBCSA
- 4Gh

Cette proposition rencontre a 1’époque un scepticisme certain : si le trou noir a une entropie, il doit aussi
avoir une température, d’apres les lois générales de la thermodynamique, et il doit nécessairement rayonner de
I’énergie selon un spectre de Planck, ce qui semble interdit par la présence de 1’horizon.

5.2 Rayonnement thermique des trous noirs

En 1974, Stephen Hawking montre par un calcul explicite de théorie des champs en espace courbe qu'un
trou noir émet un rayonnement thermique, dont la température est donnée par

hed

M,
- ~584x 108K x —2
162G Mg =~ 00" Y

Ty
On peut le voir comme la matérialisation de paires de particules, qui passent d’un état virtuel a un état réel. En
effet, les paires de particules virtuelles sont créées et détruites avec une quantité de mouvement totale p; + ps
nulle. L’énergie E est reliée a g par E = @° - p. L une des particules a donc E > 0 et Pautre E < 0. Or, le vecteur
#° change de nature & la traversée du rayon de Schwarzschild, car

# - (1-3)

On peut donc imaginer que la particule d’énergie négative de la paire créée hors de I'horizon vive suffisamment
longtemps pour traverser ’horizon pour acquérir une énergie positive. De maniere plus rigoureuse, il faudrait
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envisager que la particule traverse la région d’énergie négative (la région classiquement interdite pour elle) par
effet tunnel.

De maniéere plus quantitative, une paire créée avec une énergie E peut subsister pendant un temps 7 ~ i/ E.
Si la paire est émise a la coordonnée r = a + €, une particule met un temps propre

2/ac
(&

TR

pour atteindre I’horizon. En effet,

5, 2GM 2GM
—

T a+ €

en posant r = a + p avec p < a et en développant l'expression précédente au premier ordre, on a

2GM 2
pr=—s(e=p=—(=p)
d
P _ % 4r

Ve—p Va
ou le signe — prend en compte que la trajectoire est entrante.

2ve=all ==

soit comme annoncé
2 /ae
T = .
c

La particule pourra effectivement atteindre ’horizon si

h he

TNQ\/&

L’autre particule de la paire est émise vers l'extérieur, et pour un observateur lointain son énergie est décalée

vers le rouge d’un facteur
/ a €
= 1 —_ ~ —
V900 a+te \/;

he hc?
E'=F N — &
900 90 T 2GM
Cette énergie E’ est indépendante de e, toutes les particules sont émises avec une énergie de cet ordre. Les
calculs plus rigoureux indiquent que la distribution est thermique, avec la température T' ~ E’/kp donnée plus

haut.

On la voit donc avec une énergie

Pour les trous noirs stellaires, cet effet est inobservable, et méme largement compensé par 1’absorption du
rayonnement de fond cosmologique, bain de photons et de neutrinos de température 3 K.

53 Evaporation

Ce rayonnement est responsable d’une diminution de la masse du trou noir au cours du temps, on dit qu’il
s’évapore. L’évolution de la masse est décrite par

dM _ T |, 4w (27r5k4B) ( he? )4 (2GM>2

dt c? c¢2 \ 15h3¢2 16m2GMkg c?
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ou l'on a introduit la constante de Stefan-Boltzmann
> = 2m°kg,
15h3¢2

ce qui donne
dM ct h ah

At 30720m2G2 M2 T M2
ol 30720 = 15 x 2 et ol @ = 2,4 x 10*° SI. On obtient alors

M(#) = {3ah(to — 1)}/
Le temps de vie des trous noirs est donc donné par

M3 , M\?
= —  ~ 1 43 R
=57 (8,3x 10 s)x( @)

Pour les trous noirs primordiaux ou les mini-trous noirs, I’évaporation pourrait étre spectaculaire. [parler
des mini-trous noirs au LHC]

Les trous noir primordiaux qui s’évaporeraient aujourd’hui auraient des masses de I'ordre de 10~% M, soit
en viron, 10! kg, soit la masse d’une grosse montagne.

L’évaporation fournit tout un tas de particules, pas que des photons, et ce pourrait étre une aubaine pour
créer des particules par des processus rares du modele standard de la physique des particules, ou de ses extensions.

5.4 Effet Unruh

Un observateur subissant dans le vide une accélération g pergoit des particules formant un bain thermique
a la température

w =

Cet effet est extrémement faible dans les conditions habituelles : I'accélération de la pesanteur g correspond
4 une température de l'ordre de 4 x 10720K. En revanche, il joue un réle plus important au voisinage des
objets astrophysiques compacts, et permet en particulier de comprendre le rayonnement des trous noirs. Il fut
découvert de fagon théorique en 1975 par Davies puis analysé en détail par Unruh en 1976 ; on 'appelle aussi
effet Davies-Unruh.

5.5 Principe holographique
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7. Ondes gravitationnelles

1 Linéarisation de la relativité générale

Comme on ’a déja vu, on veut souvent se placer dans des situations ou le champ gravitationnel est faible.
Nous allons ici aborder cette question de maniéere un peu plus systématique. En particulier, nous allons montrer
que le champ gravitationnel obéit a des équations tres similaires aux équations de Maxwell, en introduisant la
notion de gravitomagnétisme.

On va commencer par linéariser naivement, puis on passera en revue les subtilités.

1.1 Linéarisation

Le point de départ est le suivant. On considere encore de petites perturbations de la métrique plate et on
décompose la métrique sous la forme

Guv = Nuv + huu avec ||h;u/H <1 (71)

On cherche la forme des équations d’Einstein et des équations du mouvement au premier ordre en h. On ne
considere plus que la situation est statique. On a besoin du tenseur de courbure, et donc des symboles de
Christoffel, a ’ordre le plus bas en h. C’est parti.

On a vu, éq. 2.25, que
1 «
ng = 59 b (gau,u + Gav,u — g,w,a) (7.2)

ce qui a 'ordre le plus bas en h donne, en remarquant que les dérivées de n sont toutes nulles,

1 1
I, ~ 577“/3 (hapw + hovy — hyva) = 3 (0uhl) + Ouhy — 9°hy) (7.3)

ott 'on a noté 0% = n°P9,. A priori, n n’est pas le tenseur métrique et ne peut pas étre utilisé pour monter
les indices, mais ¢a induit une différence seulement & l'ordre 2 en h. On reporte cette expression dans celle du
tenseur de courbure (éq. 3.11),
A A A A A
R =0, 10 = 0al ), + 17,17 = 170,17 0

pro

Les deux derniers termes sont d’ordre h? et on les néglige. Il reste

pnro

R~ %ay (Db + 0,0 — 9 hya) — %(% (Ouhpy + O0uhy — 9y

69
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1
R0~ 5 (0,0, 13y, — 9 Oyhye — 00ahy + 000 hy)
On obtient le tenseur de Ricci en contractant sur le premier et le dernier indice,
1
R, =~ 3 (0,0,hy — 0“0y hpua — 0u0ah; + 0a0%hyy)
En notant 0 = 0,0% et h = hY, on arrive a
1 (0% (0%
R, ~ 3 (0uOyh — 0“0y hya — 0,04 by, + Chyy)

ce qui se réécrit

1
R, =~ 3 (Dh,“, + 0,0,h — 0,01y — 8a8yh;'j)
Enfin, le scalaire de Ricci défini par R = Rg s’écrit
R~ 0Oh—0°0,h%

On n’a plus qu’a mettre tout ¢a dans les équations d’Einstein (éq. 4.3)

Ruw — 3o =~ T,
soit 1 1 8rG
3 (Ohy + 0,0y h — 0,0ah% — 000, %) — 5w (Oh — 8°0,h%) = 7 T
On peut simplifier un peu cette équation en définissant
Py = Ry — %nm,h
qui vérifie h = —h. En utilisant
= — o
on obtient
Ol + Ny 0a0sh™ — 0,0ah% — 020, h% = —160771GTW (7.4)

Ce sont les équations de la RG linéarisée.

1.2 Transformations de jauge

La quantité h,, n’est pas un tenseur (voir a la fin de cette section), mais elle jouit toutefois d’une propriété
remarquable, elle se transforme comme un tenseur sous les transformations de Lorentz globales. De plus, par
des transformations infinitésimales

ot — ' =k ()

ou les £#(x) sont des fonctions arbitraires de la position, mais petites, on a

ox'" OxH
= §H H — = -9, EH
S oh +0,6" et 907” oh —0,¢

on peut alors montrer que
h;u/ = h#l/ - auél/ - 8u£/¢
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Ce changement de coordonnées peut alors étre réinterprété comme une transformation de jauge sur un espace-
temps plat.

Comme en électromagnétisme usuel, ceci signifie que 'on a une liberté dans la définition des h,,, et I'on
peut en profiter pour simplifier les équations. En EM, on avait

A, = A, + 00
Ici, une transformation de jauge se traduit sur les quantités B;w par
7./ / 1 / 1 @
P = Mo — gmwh = hu — 0u&y — 0, — 5w (h —20,£%)

B;w = BMV - augu - augu + nuuaafa

et donc B B )
0"hyy, = 0"hyy — 070,6 — O€u + 0,0a€" = 0"hy, — DK,

On se place dans une jauge qui simplifie les calculs, en imposant la condition
0, = 0"hy, — 08, =0

Les équations linéarisées 7.4 s’écrivent alors

- 167G

Ohy = T, | avec la condition de jauge 0*h,, =0

c

C’est exactement analogue a la jauge de Lorenz en EM qui conduit a I’équation de Poisson
OA* = pgj"| avec la condition de jauge 9,A” =0

1.3 Solution dans le vide

Dans le vide, on a - -
Ohy, =0 avec 0Mhy, =0

Les solutions générales peuvent s’écrire sous la forme de superpositions d’ondes planes progressives
By = H,, exp(ikaz®)
ou le quadrivecteur d’onde satisfait (on met cette solution dans les deux équations de départ)
kok® =0 et k H* =0

Cette solution décrit des ondes gravitationnelles. Elles se propagent a la vitesse de la lumiere (car k% = 0) et
sont polarisées transversalement (car ko H** = 0).

1.4 Solution générale

On veut résoudre 160G
DB,“, = _%Tw avec BMBW =0
c

On peut pour cela déterminer la fonction de Green, définie par

OG(z —y) =W (z —y)
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On peut montrer que, avec y = 0,

Ga) = ——=— 0

() = = 0la)

ce qui donne
- 4G [ TH (ct — | — 7], 9)
huu(xﬂ) = A 7 — 7]

a3y

1.5 Application aux sources stationnaires

Pour une source stationnaire (une sphére en rotation uniforme, par exemple), la dépendance en ¢ disparait,

et I'on a simplement
4G [ TH ()
Jl

hu@) = =5 [ 725

d>iy

Pour une source dont les mouvements sont non relativistes, le tenseur énergie-impulsion
TOO _ 72002, TOZ _ ,_YZPC,UZ et TV = ,Yvaz,Uj

se met sous la forme
T = pc?, T% =pevt et TY = pvv?

On a donc
- 40 7
R0 — 2% e @ = —G/%d%j
c? |7 — 7]
. At ) 4G Dot (7
hOZ =" avec Al=_-—F p(g) £y> ng
c c? |1Z — ]
et on pourra considérer dans la suite que A% = 0. On a donc h = A%. On en déduit les valeurs de Ry s
29 A;
hoo = k11 = hag = hss = — et hg; = —
c c
Pour des sources statiques, les hg; sont nuls eux aussi.
1.6 Analogie avec |'électromagnétisme
On a donc ® = h%c?/4 et on peut réécrire tout ca sous la forme
> 16nG
AD =4rGp et AA=—3—T7
c
en se souvenant que [ = —A dans la métrique considérée et pour des situations stationnaires. En définissant
Egz—§¢ et B’gzﬁ/\ff

on a
V-E=—-47Gp et VAE=0

167G
5—J

V-B=0 e VAB=—
C

C’est la méme forme que les équations de Maxwell, et la champ B est appelé champ magnétogravitationnel ou
gravimagnétique.
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L’analogie est plus forte encore. Ecrivons I’équation du mouvement d’une masse soumise au champ gravita-
tionnel précédent,
i+, E =0
Dans la limite des faibles vitesses (attention, il s’agit cette fois de la vitesse de la masse considérée, pas la source
du champ gravitationnel), on a

et .
d*a’ 21i i G e 2T i
Ty —cT" g — 2cT 07 =T jpovlk & —c"T" g — 2T ;v (7.5)
On insere les valeurs des ' (éq. 7.3), en se rappelant que les dérivées par rapport au temps sont nulles,
i 1 i i i 9'h Lo
Oozf(aoho-l-aoho—ahoo):— 00:?8@
2 2 c
; 1 i i . ;hly  9'hg, 0, At O'A,;
sz§(8ohj+8jh0—6hoj): J2 — 2]26]2 —C 2j
soit

A2t
dt?

Or, le développement de v A (6 A A) en composante donne pour la premieére composante

VA2 —?V2A — P VAL 4PV A

~ 81‘1) — CQ’Uj (8in - 6’AJ)

et 'on reconnait, en ajoutant v!V'A! — vV A la forme
v/ VAT — IV Al

La force s’écrit alors

2z L L
ﬁz—vqw—vA(VAA)
soit
>z - L o=
EQEQ-F’U/\BQ

1.7 Application aux corps sphériques en rotation

1.8 Subtilités

La décomposition 7.1 pose un premier probleme, les deux termes de droite ne sont pas des tenseurs. Lors
d’un changement de coordonnées, cette équation se transforme en

, ox® 9z 0z 9zP ox® 9z
I = it g7 9P = gk gprv 108 + ox'™™ Oz’ ag

Dans ces nouvelles coordonnées, la différence entre g,’w et 7, n'est pas donnée par la transformée de hy,.
D’autre part, la condition ||| < 1 n’est pas non plus invariante par changement de coordonnées.

2 Les ondes gravitationnelles

2.1 Introduction

Vagues sur l’espace-temps — Une histoire mouvementée
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2.2 Propriétés
2.3 Sources potentielles

2.4 Détection des ondes gravitationnelles

Les barres de Weber — Interférometres LIGO et VIRGO — Projets spatiauz.



